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P. ТЕННО

О ПРИБЛИЖЕННОЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ СКОЛЬЗЯЩЕГО
ПЛАНИРОВАНИЯ В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРАВЛЕНИЯ

ПО НЕПОЛНЫМ ДАННЫМ

(Представил Н. Алумяэ)

1. Введение

Обозначив М математическое ожидание, А заданная константа,
ставится задача. Найти такую стратегию управления {w(o} с обратной
связью от всех предыдущих наблюдений u{t)=u{t, у{ 1), ... , y{t)), ко-
торая минимизирует стоимость

V{и) =М JŠJ [x{t)~X] a
,

t=l

если управляемый {*(/)} и наблюдаемый процесс {y{t)} заданы урав-
нениями

*(O.-=ит (*— i)Pi(*)+'Mo. у(o=-«(0;+ А (о. i 1 )

а вектор коэффициентов (3(/) =|Ро(/), |3i T (/) ] т управляемого процесса
неизвестный и может изменяться согласно модели типа авторегрессии

'

Р(0 = |г+Ф[Р(<-1)-Д+о(0. Р(O)=Р.

Здесь р вектор среднего, Ф матрица параметров авторегрессии.
Векторы р, a{t) , t— 1, ... ,N и скаляры h{t), t= 1, ... , N—l предпола-
гаются независимыми и нормально распределенными такими, что

Р~Л/(£,Р), a (t) ~ Ш (0, D) , h{t) ~ Ш{o,г).
В частности, если N— 2, то рассматриваемая задача решается fl ]

аналитико-численным методом. В общем случае, когда N любое на-
туральное число, не совсем ясно как решить данную задачу ввиду
сложности применения алгоритма динамического программирования.
Одна возможность приближенного ее решения состоит в том, что управ-
ление строится согласно идеям скользящего планирования [2 ] с одно-
или двухшаговым скользящим горизонтом. Понятно, что стоимость
такого управления превышает стоимость оптимального управления на
величину Нами в трехшаговом случае N= 3 получена явная за-
висимость между величиной е и параметрами исходной задачи А, ц, Ф,Р, D, Построены оценки снизу и сверху стоимости оптимального
управления. В многошаговом случае показано (с помощью менее точ-
ных, но простых оценок), что стратегия управления с одношаговым
скользящим горизонтом является е-оптимальной.
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2. Оценки снизу и сверху стоимости оптимального управлений

Уточним в каком смысле понимаются используемые ниже обозначения.
Запись как обычно, означает зависимость выражения под
знаком математического ожидания от управления u{t), a Ми+(*>{-}

означает, что в это выражение (под знаком математического ожидания)
входит некоторая функция u+{t) =u{t, у{ 1), ... , y{t )) от предыдущих

"jj"
наблюдений. Аналогичный смысл имеет обозначение Ми <*){•}. Введем

rjj~:
понятия u+{t ) одношагового и и (t) двухшагового управления.
Назовем одношаговым управлением такое управление, которое при
каждом t=o, 1, ... , N—l минимизирует функцию

M*«>{[xit+l)-W/y{l), ..., y{t)},

и двухшаговым такое управление, которое при /=O, 1, ... , N—2 ми-
нимизирует

Ми ") {[х (/+1) Я]2+М“+

(*+*) {[х (/+2) Я]Vу (1), ...

.... </(Н-Ш/г/(1). .... у(Ц),
а при t—N—l функцию

•••> У{Щ)- (2)

Рассмотрим трехшаговую задачу N= 3. С помощью элементарных
преобразований из принципа оптимальности Веллмана можно вывести,
что стоимость оптимального управления V* удовлетворяет неравенству

-}р

где

R = sup Mu^Mu*W{L/y {!)};
u(0)

L равно (2) в точке минимума, т. е.

i=M«*W|ij;(3)-l]V!((l), 1/(2)}. (4)

Первое слагаемое правой части неравенства (3) М и измеряет
стоимость оптимального управления в двухшаговой задаче. Ее можно
найти как в [ ! ]. Поэтому V может служить в качестве оценки сверху
стоимости оптимального управления в трехшаговой задаче при условии,

А Л

что R<C.oо, и удается найти явную зависимость между R и параметрами
исходной задачи. В разделе 4 такая зависимость получена.

С помощью очевидных неравенств из принципа оптимальности Велл-
мана нетрудно вывести следующую оценку снизу

V* (0 > {[х (1) Я|2+АКО) {[х (2) I]уу (1)} } +R= V,
где

= inf М и inf M 1)}.
w(0) u(l)
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3. Качество Одно- И Двухшагового управления

"tt"Пусть V стоимость двухшагового управления. Тогда из построения
-А. V

оценок V, V ясно, что

У
#

<К*+е,
А V

где в=R —R,
т. е. стратегия двухшагового управления является е-оптимальной.

Очевидно, что

ЛТ*+(о) [х (1) —l]2+У?!
#

(о) { [х ( 1 ) _яр+ЛКФ {[л: (2 )■— X]z/y (1)}

Здесь
Ri = sup {[х{2) Х]уу{\)\,

и(0)

a R x вычисляется по той же формуле, если в ней sup заменить на inf.
Пусть V+ стоимость одношагового управления. Тогда

F*+ ei,

где 8i= Ä+B.

4. Явные функции для вычисления оценок

Целью данного раздела является определение явной зависимости
А. V А. V

между величинами R, R, R x , R 1 и исходными параметрами Я, ц, Ф, Ъ,
Р, D, г решаемой задачи.

Введем следующие обозначения векторов средних

а —Л4{р {3)/у\\),у{2)}, Ь=ЛГ{р(3)/*/(1)}. c=Afp(3),
£г=ЛГ{р(2)/£/(1)>, е=Мр(2)

и матриц ковариаций

Л=соу {Р(3)/г/(1), г/(2)}, £=cov {(3(3)/у(1)}, С =covp(3),
G=cov {р(2)/у(1)|, Е=covp(2),

W=cov ,(3(1).
Если г>»o, а управления w(0), w(l, у{ 1)) ограниченные (данное усло-
вие проверяется в разделе (6)), то с помощью уравнений фильтрации
и прогнозирования [ 3 ] можно убедиться в справедливости следующих
соотношений между средними

g=e+Tw{ 1), Ь =ц+Ф(£ ц),

a=^b-\-Tw{2)=cr{-<DTw{\)-\-Tw{2)
и ковариациями

G=E 7Т Т
,

В=О+фoФ'г,

А—В 7Тт ,
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Здесь ш(1), w{2) независимые нормально распределенные случай-
ные величины такие, что w(i) ~ЛДO, 1);

T=OWz/yr-\-zT Wz
,

z= [l, «т (0)] т
.

Функция Т определяется по той же формуле, что и Т, если в ней W
и и{o) заменить на G и м(1) соответственно. Ниже индексами 0и 1
обозначим соответственно первую и все остальные координаты рассмат-
риваемого вектора. В случае матриц А, В, ... используем аналогичные
обозначения. Например,

а=( ао ) , А=( А
; f°).

\ ü-i J \ Aw Ai I
A V

Формулы для R\, R\. Для удобства предположим, что оценки g 0 и gi
независимы, т. е. (Сто| =O, а матрица G { положительно определена.
В таком случае несложно показать, что

П=М"*<.) ([* (2) - Щ/у(1)} = .

К сожалению, математическое ожидание ЛН°)П {w (1)) не выражается
с помощью элементарных функций оно зависит от интеграла вероят-
ности комплексного аргумента [ l ], что не позволяет вывести явных и

А V

обозримых формул для вычисления Ri, R\. Такие формулы можно полу-
чить, если вместо функции П(ш(1)) рассматривать ее линейную ап-
проксимацию в окрестности точки Mw{ 1)=0. В таком случае

Mumn ~ G»+i+ g7G-.1.-^^(“(0))

с погрешностью аппроксимации не превышающей величину £)|f| 2
.

Здесь q, Т ограниченные по и{o) функции. В зависимости от конк-
ретных параметров функция R{u{o)) (точнее, Л4и(°>П, как показал чис-
ленный эксперимент) либо

(Г.l) монотонно возрастает (при одновременном изменении всех
координат вектор-аргумента) на интервале ( оо, 0] и убывает на ин-
тервале [O, оо), либо

(Г.2) монотонно убывает (по длине вектор-аргумента) на интервале
( —оо, 0] и возрастает на интервале [O, оо).
Условия, когда имеет место (Г.l) или (Г.2), довольно громоздкие. Но
в случае одномерного управления из условия выпуклости функции
R{u{o)) вблизи точки w(0)=0 можно вывести, что случай (Г.l) имеет
место, если

(ФоГоУ2 е\I_^<(ео _,)2ф;^7^г . (6)

например, Фo =o. Если выполняется обратное к (6) неравенство, напри-
мер, ф] =O, то имеет место (Г.2).

Предположим (Г.l), тогда

Ri « R{ o), Ri « Hm R(u(0)),
гЦO)-м»

в противном случае (Г.2) мы должны поменять местами правые части
этих уравнений.
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Формула для R. Предположим, что матрица А\ положительно опреде-
лена и |Л Ю |=O. Аппроксимируя L L{w{ 1), w{2)) из (4) линейной
функцией в окрестности точки Mw{\y—Mw{2)=o, выражаем

лг“<«> in « intbo+
■u(l) их 1) 1 61

Обозначим функцию в фигурных скобках через R{u{ o), ц(1)). Предпо-
ложим, что она удовлетворяет условиям (Г.l) или (Г.2) по обоим аргу-
ментам. В первом случае

Rzz lim lim /?(и(0),м(1)),
u(0)-wo гЦI)-мэо

во втором случае

R » R{ o, 0).

Формула для R. В данном случае найти математическое ожидание
Л4и(°){Ми+(l )[А/г/(1) ]} от выражения в фигурных скобках особенно
трудно, так как управление на втором шаге зафиксировано одношаго-
вым. Но, используя принятую выше аппроксимацию, получим

M^)M u+w{L/y{\)) «/?(«(0),м).

Здесь' й =Л4и (°)ц+( 1) усредненное управление
й=—[eiej.+ — Я),

которое входит в выражение для R через матрицу ковариации А =

—А {й). Ниже для сокращения записи такие матрицы ковариации обо-
значены через Ä. Очевидно, что в случае (Г.l)

R äj R (0, м),
а в случае (Г.2)

R « Иш /?(ц(0); й).
w(0)-xoo

Л V

Теперь для определения функции R, ... , нам осталось вычислить
ковариации G(w(0)), Л(«(0)), Л(ц(0), w(l)) в интересующих нас точ-
ках управления. Из элементарных преобразований следует.

1) Если | w(0) j =O, то GO=S, Gi=Eu и

А-Д,+Ф*
г—| —ыуЕ\И

л,=оl +Ф,[яlL r-J-S-f utEiU A

где

Н = oо+Ф2—--^-^£) o, м= Я).

2) Если | w(0) | = |«(1) |—o,тоА\ Сх и

Ло=Do -f- Ф2 -j—j— D O .
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3) Если | и (0) j—voo, то G 0—*~Eq. Если к тому (м(1) то А O-+С0 . Из-
менив последовательность предельных переходов, получим такой же
результат.

4) Если все координаты вектора и{ o) стремятся к бесконечности, то
Gi-kDi,

1+ r-f-w TDiW

Ä,-> Di+Ф. f O, - -1 ф
L r-\-Eq-{-u tDiU j

где u=—[ei e T
i +Di\'- l e l {eо — X).

5) Если все координаты вектора w(l) стремятся к бесконечности, то
Ai~+D\ равномерно по всем и{o).

AVA

С учетом последних утверждений легко выписать функции R, R, R\,
V

R l. Таким образом, читатель легко может построить любую из оценок
А V

V, V, е, ei в интересующем его случае (Г.l) или (Г.2). Приведем при-
мер для случая, когда управление одномерное, коэффициент |3i не из-
меняется Õii=l, D i =O, а возмущения {(Зо(o} центрированы ро=o и
некоррелированы Фo=o

А,2 Й ,I2 Й
81 ~l+ Pi 1+ Pi Pi X2

‘

1+ r+Do Ъ\
В общем случае выражения для оценок сравнительно громоздкие. Но,
используя неравенства для ковариации (введенные в пунктах 1), 2), 4)),
можно получить менее точные, но простые оценки

(ео-Я) 2 (gp — Я)а (Ср-Х) 2 (Со-Х) 2
81 1 \-\-e T

i
D-l el l-f£T£>-iCI

в случае (Г.l) и
ei^Po-j-Co 2D0 (8)

в случае (Г.2).

5. Общий случай

Рассмотрим задачу минимизации стоимости

V (к) =М lim —J? [*(/)-Я,]*
N—>■oo iV

t==l

относительно системы уравнений (1), если коэффициенты {(3(o} уп-
равляемого процесса изменяются согласно модели типа авторегрессии

скользящего среднего [4 ] с нулевыми a(s)=o, s<o и нормально
распределенными начальными значениями (3(s)=(3 s , Случайный
процесс {(3(0) предполагается стационарным таким, что {(3i(0) не-
вырожденный, т. е. матрица D\ положительно определена. Пусть для
каждого t= 1,2, ... существует ограниченное одношаговое управление
u+{t—1) (данное условие проверяется в разделе 6). Тогда в силу ста-
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Ционарности процесса {£(/)} й ограниченности одношагового упрай-
ления существует предел

N-*•00

с конечным математическим ожиданием (по эргодической теореме), а
по теореме о монотонной сходимости под знаком математического ожи-
дания получим

2 [*(o Я]2 ->Ми+ Иш -i- J] [*(*) X]Z=V+.
N t=l N t=i

Построив аналогичные с (7) и (8) оценки для любого /V

г in'ic 1 v-f [МО-Ш [MQ-M8 л
(ГП1 +b'(t)D-‘(t)b,{t)

{Д>(/) Do},если (Г.2),
t ==i2i

где b{t) —Mfi{t), D{t) ==cov (3(/), убедимся, что существует предел

ei (./V) -> ei, при N -+оо

в силу стационарности процесса {р(/)}. Таким образом, У
т. е. стратегия одношагового управления (ц+(0), u+{ 1), . ..} является
ei-оптимальным.

6. Фильтруемость ненаблюдаемого процесса при
одно- и двухшаговом управлении

Рассмотрим трехшаговую задачу. Пусть матрицы Wh положительно
определены. Тогда существует единственное' одношаговое управление
u+{t), /=O,l. Выражая управление

и+(1) =■— [gigl+Gi] - 1 [gi {go —Я) + G lo]

через ш(1) с помощью (5) убедимся, что функция и+{ 1, ш(1)) ограни-
чена в том направлении, в каком оценка £й(ш(1)) не вырождается, в
остальных i направлениях выполняется условие

М[и+{\, Ш(l))Р<оо.
Этими условиями гарантируется фильтруемость ненаблюдаемого про-
цесса (ср. [ 3 ], с. 505) в трехшаговой задаче и то, что при условии поло-
жительной определенности матрицы существует единственное одно-
шаговое управление «+(2) на последнем шаге. Показываем, что двух-

#
шаговое управление и (1,ш(1)) также удовлетворяет условиям фильт-
руемости. Оно определяется из условий

где S u , R u первые, Suu, Ruu вторые производные по и{\) от функ-
ции

— Х]*/У(1)), R=MuW{L/y{\)}.
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Выражая Rиз [ ! ] через w{ 1), можно убедиться, что в условии [Д су-
ществует ограниченное двухшаговое управление при любой ограничен-
ной йу(1). Если |ш(l)|—>оо, то одно- и двухшаговое управления стре-
мятся к одному и тому же пределу, т. е.

м*(1,ш(1)) —м+(1,ш(1))-)-0. (10)
Поэтому двухшаговое управление ограниченное. Действительно. Умно-
жая правую и левую части (не-) равенства (9) на w~2 {\) <оо, полу-
чим

(1 ) Ru =O, Suu~\-w~ 2 ( 1 ) Ruu 0, (11)
где

г?
Su (t<y(l))

/*Й ,/л\\
sми(йУ(l))Д,(»(!))■=-

ш2(1) &.,(»(!))=- (V)
ограниченные функции.

Одношаговое управление определяется из условий
0, S 0.

Функции Д и Ruu (to (1)) ограничены. Поэтому (10) следует
из (11).

В общем случае (если N>3) вопрос о фильтруемости при одно- и
двухшаговом управлении более сложный. Связано это с тем, что мат-
рица ковариации cov {(3i (t)/y{\), ... , y{t—l)} зависит от «случая»,
точнее, от стандартных гауссовских величин w{ 1), ... , w(t—2). Но,
выражая M{s(t)/y{ 1), ... , y{t—l)} через w(\), ...

,
w(t—1) и ап-

проксимируя функцию cov(Pi (t)/y{\), ... , y{t—l)} по оу (1), ...

... ,
w{t—2) линейной функцией в окрестности точки Mw (1) = ... ;=

—Mw{t—2)=o, можно показать, что одношаговое управление
u+{t, w (1), ...

, w{t—1)) существует и имеет аналогичные с u+ { 1, аД1))
свойства фильтруемости. Это при условии, что матрицы
cov {(3i (t)/y{\), ... , y{t—l)), t— 1,2, ... положительно определены.
Согласно условиям раздела 5 это именно так: случайный процесс {(3i (Д}
предполагается невырожденным.
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Ф

R. TENNO

LIBISEVA HORISONDIGA JU HTIJVUSSTRATEEGIA e-OPTIMAALSUSEST
On vaadeldud mitteteadaolevate parameetritega, lineaarse, inertsivaba, diskreetse ajaga
süsteemi optimaal juhtimise ülesannet. Erijuhul, kui juhtimise horisont on võrdne kol-
mega, on leitud hinnangud alt ja ülalt optimaaljuhtimise hinna jaoks. Üldjuhul on
näidatud, pt ühesammulise libiseva horisondiga juhtimise strateegia on e-optimpalne.



70

R. TENNO

8-OPTIMALITY in sliding planning

Consider the following control problem of minimizing

V{u)=M
( = i

subject to system of equations
*(f) = «*(*-l)Pi(0+Po(0. y(t)=x(t)+h(t),

where {y(t)} is an observable process, h{t) is an independent Gaussian variable,
P(0 —{Po(0« Pi(o> is an unknowm parameters vector, u{t) is a feedback control
from the observations, i. e. nonanticipative function

и (t) =u{t, y{ 1), ..., y{t)).
1. For the case N—3, when {P(0) is a first order autoregressive time series, the

upper and the lower bounds for value function
F* inf V(u)

U
\

have been found in explicit form.
2. For the case,

when

lim (*(0-X) 1
N IT.

and {P(O} is stationary autoregressive moving-average time series, such that (Pi(0)
is nondegenerate, it is shown, that control strategy of one-step rolling schedules u+ is
e-optimal, i. e.

V{u+) < V*-fe.
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