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В. РОЗЕНГАУЗ

ОБ ОДНОЗНАЧНОСТИ СООТВЕТСТВИЯ МЕЖДУ УРАВНЕНИЕМ
И ЕГО ГРУППОЙ ИНВАРИАНТНОСТИ В СЛУЧАЕ ВЫСШИХ

РАЗМЕРНОСТЕЙ

(Представил X. Керес)

Изучается однозначность восстановления вида уравнения по его наперед заданной
группе ,инвариантности е случае, когда число переменных многообразия (зависимых и
независимых) больше трех. Исходная группа инвариантности выбирается с учетом
принципа равноправия полевых и пространственных переменных. Показано существо-
вание группы симметрии, приводящей однозначно к уравнению, ее допускающему.
В случае единственной функции многих переменных такое уравнение описывает по-
верхности с нулевой полной кривизной.

Проблема нахождения группы точечных преобразований для данного
дифференциального уравнения в частных производных (д.у.ч.п.) под-
робно освещена в литературе (см., напр., [ l ]). Изучены также группы
касательных преобразований и группы Ли—Бэклунда [2 ] некоторых
интересных уравнений. Предложен и алгоритм решения обратной за-
дачи восстановления вида уравнения по его группе инвариантно-
сти [3 ].

В предыдущей работе ф 4 ] была поставлена и решена проблема одно-
значности такого восстановления в случае одной функции двух перемен-
ных и показано, что уравнение Монжа—Ампера для поверхности и—-
=и{х,у) с нулевой гауссовой кривизной

МххЧуу a xy2 =Q ' (1)
находится во взаимно-однозначном соответствии со своей 15-параметри-
ческой группой точечных преобразований.

В данной работе будет продолжено изучение однозначности соответ-
ствия между уравнением и его группой в случае, когда число всех пере-
менных многообразия (зависимых и независимых) больше трех. Как и
в [4 ], при выборе группы будем руководствоваться соображениями пол-
ного равноправия полевых и пространственных переменных (принцип
годограф-инвариантности) 1[5,6 ], что выражается в полной симметрич-
ности исходной группы относительно всех своих переменных.

Пусть tif и пх число функций и аргументов соответственно.
1. Пусть /г/= 1, п х=п.
Рассмотрим группу Gна (/2+l) -мерном многообразии: Х\, ..., хп, ф.Базис соответствующей алгебры Ли группы G зададим в виде все-

возможных генераторов
д д д

да йда ’ адЬ ’

где а, Ь переменные многообразия (в соответствии с требованием
полной симметрии относительно всех переменных деления на зависимые
и независимые переменные не производится) .

https://doi.org/10.3176/phys.math.1986.1.07

https://doi.org/10.3176/phys.math.1986.1.07


57

Будем искать теперь [2 ] класс уравнений II порядка, допускающих
данную группу G. Инфинитезимальный оператор группы G:

v. д д
Х—^г

— [-г] —,

ОХг С?ф
где согласно (2)

iK=Ah
o +Ah,+A k

„+iФ. (3)
Г] Xi-\-Bn+lф,

В ,х групповые параметры,
ц= О, 1, ..., п-\- 1, 6=l, 2; п.

Инфинитезимальный оператор дважды продолженной группы опре-
деляется из соотношений [ ! ]

li =Di{r] )—pjDi {li),

Oij— В){-\~Ггк ' rihDj {^ h ), (4)

Di dxi dtp
дц> Л2 ф

1 dxi ’ Гг]~ dxidxj <plJ ‘

Если теперь в выражении для X собрать коэффициенты перед раз-
личными параметрами группы ЛД В ]и то получим генераторы дважды

продолженной группы G: ЗЗа,с а , сответствующие непродолженным генера-
торам (2).

Уравнения, допускающие группу G, запишем в виде

<v, {Pi}, {гц})=й (5)
«,/==!; 2, п.

Тогда для нахождения явного вида h потребуем выполнения следующих
условий

3£аЛ|/I=о=o, Vа. (6)

(Вообще говоря, достаточно потребовать выполнения (6) лишь для тех
£а, для которых соответствующие генерируют всю алгебру (2)).

Опуская длинные и трудоемкие, но прямолинейные вычисления, при-
ведем систему уравнений для искомой функции h (уравнения h= 0):

h=h{{ra)),
i,j= fix, JS ГцНц+ ruhij l /*=o=o, (7)

fijhij I h=0=== 0,
г

:: 1 л и _

Õh
i, /, I —l, n, hij — .
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Если выписать первые п уравнений этой системы
2фцАц -\-<pizhi2 “htpia/iis +• • • j л=о== О,

2фпl^Ц- 1-фп2^l2~l“|фп3^lз4_ • • • | Л—o =0)

то можно легко заключить, что единственно возможный вид h— 0:
фи Фl2 •••фlп

ft; ф!2ф22 ... Ф2п __Q, (9)

фlтгф2п • • • фпп

так как (9) условие непротиворечивости системы (8).
Нетрудно проверить, что (9) действительно задает искомую h и

удовлетворяет всем уравнениям системы (7). Рассмотрим, например,
уравнение

2фll^ll“l~фl2^l2~Ьфl3^l3-|- ,
.

. =o.
Левая часть этого уравнения с учетом (9) имеет вид

2фц 0 0 ... 0 0 <pi2 0 ... 0 0 0 фlз 0 ...
0

+2 +2 +..•

0 0 ... 0 0 фщ фи фl2 .• • фш

...+2 =2 <Р I2 Ф22 ••• Ф2п =2h= О,

ф!п ф2п • • • фпп

где точками обозначены соответствующие элементы детерминанта (9).
Аналогичным образом показывается справедливость остальных уравне-
ний системы (7).

Таким образом, группа G, заданная генераторами (2), однозначно
приводит к уравнению (9).
Замечание 1. Рассматриваются лишь д.у.ч.п. II порядка, а триви-
альные уравнения вида = 0 исключаются из рассмотрения.
Замечание 2. Уравнение (9) исследовалось А. В. Погореловым [ 7 ]
в связи с решением многомерной проблемы Минковского. Группа сим-
метрии уравнения (9) и некоторые точные решения были получены
в [«].

Замечание 3. Уравнение (9) в работе [4 ] было пропущено.
Замечание 4. На самом деле уравнение (9) обладает более богатой,
чем задано выражением (2), группой точечных преобразований: к (2)
добавляются генераторы вида

дсц—aD,
п д д (Ю)

; =1 dXi *дф

Можно легко показать, что уравнение (9) описывает поверхность
Ф=ф(*l, .... Хп ) с полной кривизной /(=O,



59

Действительно, для главных кривизн ki{i— 1,2, ... , п) имеем сле-
дующее уравнение [9 ]

\bij kgtj\=o (11)
или

(-*)"! Sa I +(-*)... +(-Ä) Rn-I+l 6*J I=o, (11')

где Rb{b= 1, ... , «—1) некоторые функции Ьц, ga,

gij ==ri’ Г j,

Ьц ГгуГП

коэффициенты I и II основных квадратичных форм соответственно,

r=(xi, х2, хп, ф(*)),

дг дРг
П—ь—, —-—,

дXi dxi охj

-> ->■

m-ri— o, Vi; |m| =l.
>->

Запишем выражение для m с помощью косого произведения

m [rls гг, ...; г„].
Тогда

и
_

Гц[ги Гг, ... , г„]
°ij —'

| [п, •••, rn\ |

и в результате получим
bij <pij. (12)

Отсюда для полной кривизны с учетом (11')

к=пк {=(- 1)п -|М-~ |<р„|, (13)
г= 1 l6ij|

что означает, что уравнение (9) (|фг,?!—o) эквивалентно условию
/С=o. С этой точки зрения переопределенная система уравнений

Ь> I фгйфЬп фгГф/тг ===0, (14)
также являющаяся решением системы (7), представляет из себя част-
ный случай уравнения (9) и соответствует /С=o и

&I—&г= ... kn-i=o; kn =*~

c
*

/

2. tif=2, ях=2.
Как и в случае 1 зададим исходную группу инвариантности на 4-мерном
многообразии К4 : хи х2, ф l

, ф 2 всевозможными генераторами вида (2),
но с а, bс: К4 .
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Описанный выше алгоритм восстановления вида уравнения по его
группе приводит к следующим уравнениям на искомую функцию

«. y=fix, Я(2 )| =о,
a l^j

2r<*;hPI =O, (15)
“““ г] г0 1 h='o

/* =/*({/-<*.}), Г?. =~~
,ч dxidxj

i, j, I, cl; p=l, 2.
Можно показать, что система (15) имеет единственное нетривиальное
решение

Л: (<P‘ 1<P2
22 -4>J2 <P2

11
)[! +4 ('P; 1<

—^ =°. < l6 >

д2<ра
а == 1

dXi ÕXj

Замечание 5. Мы исключили из рассмотрения частное (тривиальное)
решение (15):

ф* <р* <рL
h': ==/• (17)

Ч?а Ф^
Имеем

/I\/ 1 \ 2
( Фll

) _

/ Уl2 ) -
Ф l2

' Ф2
а '*~'&а'* Ф?,

И

,I\/ 1
\

2
/ <Р22 \ / ф!2 \ , ф!2

Уф 2 /. 1 \ <р2 / & ф2 ’

т 22 т 12 * 22

откуда следует
/=const.

Замечание 6. Как и в случае 1 группа симметрии полученного урав-
нения (16) шире, чем задано выражением (6), а именно, к генераторам
(2) следует добавить генераторы

Ж й=а/),

2 I а д \
(18)

\ х> dXi +
'e ' ÄpJ-

Таким образом, мы показали, что однозначность соответствия между
уравнением и его группой инвариантности для систем с полной прост-
ранственно-полевой симметрией имеет место и в случае высших раз-
мерностей, что, как показано в [4 ], значительно отличает данные сис-
темы от нелинейных уравнений, обладающих симметрией иного вида.

Автор весьма признателен М. Кыйву за многочисленные обсуждения
данной работы, а также Ю. Лумисте за объяснение геометрических ас*
пектов рассматриваемых уравнений.
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V. ROSENHAUS
VÕRRANDI JA ТЕМА INVARIANTSUSE RÜHMA VASTAVUSE ÜHESUSEST

KÕRGEMATE DIMENSIOONIDE JUHUL

Artikkel käsitleb võrrandi kuju taastamise ühesust etteantud invariantsuse rühma abil,
juhul kui muutkonna muutujate (sõltuvate ja sõltumatute) arv on kolmest suurem.
On lähtutud invariantsuse rühmast, mis valitakse ruumi ja välja sümmeetria printsiibi
alusel. On näidatud, et eksisteerib sümmeetria rühm, mis üheselt määrab vastava võr-
randi. Üheainsa mitme muutuja funktsiooni puhul selline võrrand kirjeldab null täis-
kõverusega pinda.

V. ROSENHA US
ON THE UNIQUENESS OF THE CORRESPONDENCE BETWEEN THE EQUATION

AND ITS INVARIANCE GROUP IN HIGHER DIMENSIONS

The paper deals with the uniqueness of the construction of an equation by its given
invariance group when the number of manifold variables (dependent and independent
ones) is greater than three. The field-space equality principle is taken into account in
choosing the initial group of invariance. A symmetry group leading uniquely to the
equation admitting it, is shown to exist. In the case of only one function of many
variables such an equation describes the surfaces with zero total curvature.
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