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(Представил Г. Кузмин)

Метод дискретных ординат основан на замене интегрального члена урав-
нения переноса излучения какой-либо квадратурной формулой. Благо-
даря этому интегро-дифференцнальное уравнение переноса излучения
приближенно заменяется системой линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами. В [ l-3 ] этот метод исследован
для решения уравнения переноса излучения при изотропном рассеянии.
При решении методом дискретных ординат задачи об анизотропном
рассеянии система дифференциальных уравнений имеет большую раз-
мерность. В настоящей работе показано, что при специальном выборе
квадратурных формул матрица коэффициентов системы дифференци-
альных уравнений естественным образом разбивается на блоки, кото-
рые коммутируют между собой, легко приводятся при помощи унитар-
ного преобразования, не зависящего от конкретного блока, к диагональ-
ному виду и, следовательно, легко обращаются.

1. Дискретизация уравнения переноса излучения

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение переноса излучения
в однородной анизотропной плоскопараллельной атмосфере, освещен-
ной параллельными солнечными лучами [4 ]

2л 1

Р — Ф^=—l(t, р,ф) +*— // g(у) I (т, р', <р') dp'+
О —1

Ч-—-^(у') ехр (О

/(o,р,ф) —0 (OCpšCl), /(Н , р,ф) ==0 (-Кр<o). (2)

Здесь X вероятность выживания фотона при элементарном акте рас-
сеяния; с0 = jiS солнечная постоянная; Н оптическая толщина-
атмосферы; g-(y) О индикатриса рассеяния, нормированная усло-
вием

2л 1
(4n )-</g(Y)do=(4n)-<//g(7)ApdM-=l. уе[o,я], (3)

(о o—l

COS (у) =рр'+У (1 р2 ) (1 р'2 ) cos (ср <р'), (4)
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COS (у7 ) = ppo+V (1 (I 2 ) (1 p2) cos (<p <p o),

(—arccos p O , xpo) направление солнечных лучей в сферической системе
координат с полярной осью, идущей в сторону растущих оптических
глубин; о = — l/|io- Решение этого уравнения I (х, р, ф) дает интенсив-
ность многократно рассеянного солнечного излучения на оптической
глубине х в направлении, которое определяется полярным расстоянием
arccos (1 и азимутом ф.

Заменим интегральный член в уравнении (1) некоторыми квадратур-
ными формулами

2я р р
Л(ф) dip » iJS Pmi (Фт) , 0 <ф!<.

. . «рр <2я, Рт =2л, (5)
О т= 1 т=l

S Oti (£(р*)-}-£(—Ц»))» o<pi< .... <рп <l, аг*= 1.
-1 г—l г=l

Отсюда интегральное уравнение (1) заменяется системой линейных
дифференциальных уравнений

dlsm (т) I пр

P s Ism (т) -j Qnsmlil di (5/—l—-
i=l I= l

я п р
■р'Т S—ilsmJ —il (т) шрг-Ьехр (от)

4Я i=l /=1

s=±l, ±2, ±я; т=l, 2, ..., р; ц-i —

— рц (6)
в которой, учитывая (4), мы положим

§±ilsm,== § (у±Hsm) , USrri=XCo§ (y^sm) /4jt,

COS(Y±«em) ±р sЦг +У(I p 2 ) (1 Ц2 )COS(фт фг) ,

COS ( \'sm) == ЦвЦО-рУ (I—p2)( 1 Pq ) COS (фт фо) Y ilsm, Ysm [ Д •

Согласно (2), запишем краевые условия для системы дифференци-
альных уравнений (6):

hm (0)1= I-im (Я) I=o, i=\, 2, ..., п\ т= 1,2, р. (7)

Делая в случае необходимости перенормировку, положим
~~ пр

i=1 i—l

s =rhl, ±2, ..., ±п; т= 1,2, р. (8)

Последнее выражение является по существу дискретным аналогом усло-
вия (3).

В настоящей работе будем исследовать систему дифференциальных
уравнений (6) с условиями (7) и (8).

2. Существование и единственность решения дискретизированного
уравнения переноса излучения

Для доказательства существования решения дискретизированного урав-
нения переноса излучения преобразуем задачу (6) —(8) в интегральное
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уравнение II рода. К полученному уравнению применим теорему
Банаха о единственности решения операторных уравнений II рода.
Положим

пр
Узт (т) = (Я/4я) {giismlil (т) Цзтl il (т) ) (Iг|ф. (9)

г—l I= l

Решая систему дифференциальных уравнений (6) относительно
Ism (т), получим

т ddr
Um{x) =/г/гт(т/ )еХр(—(т т')/рг) ,

О №

i=l, 2 п; т—l, 2, ..., р,

/гш(т) =—/ž/im(t')exp( (т т') /(Ai) —»=-—l, 2, .
. —П. (10)

г M-i

Подставив найденное выражение в (9), получим систему интегральных
уравнений

X П J)

Узт{х) = f (^ai(3z(4ji(ii) _1 {х — х')/[и) уц{х') dx'+
0 г=l I=l

Н пр
+ (^а г |Зг(4л[.lг)-I^-ггsт)ехр ((т х') /\а) у~ц{х') dx'+

т г=l /=1

+ехр(от) Msm , si=zhl, ±2, ш= 1,2, р. (11)
Отметим, что задача (6) (8) и система (11) эквивалентны в том
смысле, что если функции /sm (t) являются решением задачи (6) (8),
то ySm (т), определенные выражением (9), удовлетворяют системе (11)
и, наоборот, если ysm {т) являются решением системы (11), то функции
Ism (т), определенные формулами (10), являются решением задачи
(6)-(8).

Рассмотрим систему интегральных уравнений (11) как операторное
уравнение II рода в пространстве с нормой

Цр||— max шах шах |г/ вто (т)|.
—n^s^n

Тогда норма оператора К, где сумма интегральных членов в выражении
(11) описывается символом Ку, удовлетворяет неравенству [s ]

iii*n<Aj<i.
Отсюда система интегральных уравнений (11), а следовательно, и за-
дача (6) (8) имеют единственное решение.

3. Матричная запись дискретизированного уравнения
переноса излучения

Пусть 1п единичная матрица размерности пX п, ef- вектор-стол-
бец длины п, у которого на j-м месте стоит единица, а на остальных
нули; <B> символ кронекеровского произведения матриц ([ 6 ], с. 259);
бij символ Кронекера; (cij)ij матрица с элементами* сц‘,
{°j) j вектор-столбец с элементами сj. Положим **

* i-я строка этой матрицы есть (c,-iCj 2 ••• Cin).
** Ниже подразумевается следующее изменение индексов: г, у 1,2, .... п\ k, s
= ±l, ±2, ..., ±га; т, I 1,2, ... ,р. ||Т—....
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Ct— ( CLiöij) ij, yni —(3m/2;rt, F— {ömiyi) ml,

П= /2 0(10Г, Wkä = (Sslhm) ml, V ( Wij) ij, ]/2= (W—ij) ij,

w={ V
v2

v)’ M'S’JJ- 6=<o^
В :::= /2 0Ь 0 /p, Is (t) i== (/sm (t) ) rn, Ug= (Wsm ) m,

(t) (/j (t) )i, y{r) = [I-i (т))г, fl={Ui)i, /2 i,

V (t) .= e 2 0 X (t) +e| <0 у (t) , f=e\® h+ e\ ®h-
Отметим некоторые свойства gnsm , которые следуют из определения
индикатрисы рассеяния (4)

gilsm=g—il(—s)m, g—ilsm:= §il(—s)m, (12)
gilsrri == gslimz= gsmil- (13)

Учитывая эти свойства и введенные в этом разделе обозначения, запи-
шем задачу (6) (8) в виде

dl (г) п

ps — -Is (т) + 2 wsj (W2) Г/j (т) +

3=l

4- Jj w-si (W2)F/-j (т) + exp (от) Ms,
3—l

St= +l, ±2, +я,
/j(0) •=/-,(Я) =O, /=l, 2, .... n. (14)

Умножив s-ю строку этой системы на b s = l/p s, получим
х'{х) =$( Killi Iпр)х{т)1пр)х{т)+ttV2Uiy{x) +ехр {ax)3fu

г/' (т) =—3 ( Fißi IПр)у1
Пр)у (т) 3 V2IUx (т) exp (ox)3f 2 ,

х(0) =у (Н) =O, (15)

где 3= b 0 /р , П 1 =аo Г.
Кроме того, будем использовать еще одну запись задачи (6) (8):

v' =Rv-{-BEf ехр{ох), /? =В£(lКП —
/2пр),

х{o)=у{Н)=o. (16)

4. Собственные значения и собственные векторы матрицы
коэффициентов системы дифференциальных уравнений (16)

Рассмотрим случай 0 X<С 1.
Теорема. Матрица /? = В£(ШТ I 2nV ) обладает следующими свой-
ствами:
1. Собственные значения матрицы R вещественны;
2. Матрица R подобна диагональной матрице, состоящей из собствен-

ных значений матрицы R;
3. Если р есть собственное значение матрицы R, то —р является также

собственным значением матрицы R;
4. Если z = е {

2 0 fti -\- е2 2 os2 есть собственный вектор матрицы R,
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A

то z = e i2 002 + e22 odi также является собственным вектором
матрицы R (#l, 02 е Япр ).

Для доказательства первых двух свойств нам потребуется следующая
Лемма. Всякое собственное значение р матрицы (WTI — hnp) удов-
летворяет неравенству

-Ä-Кца-1. (17)

Доказательство леммы. Из (13) следует, что матрица W
симметрична. Далее, матрица WU является самосопряженным опера-
тором в гильбертовом пространстве со скалярным произведением

{х,у) и = {Ш,у). (18)

Отсюда, по теореме Данфорда ([ 7 ], с. 456), спектр матрицы
(WTI /2пр) есть

{р 11р е спектр (Шl)}.

Собственные значения г\ матрицы WП удовлетворяют неравенству

где || -lii некоторая норма. Если положим

IИl| l =шах Jjj (ац |, А= {ац)ц,
г j

то, учитывая (8) и то, что g{\) 0, получим
Пр

|Т] | = max шах (Л/4я) {gusm+g-usm)
i=1 (=1

s=^o

Последнее доказывает лемму.
Доказательство теоремы. При 0 X< 1 матрицу {WП hnp)
можно рассматривать как отрицательно определенный самосопряжен-
ный оператор в гильбертовом пространстве со скалярным произведе-
нием (18). Отсюда и матрица R является самосопряженным оператором
в гильбертовом пространстве со скалярным произведением

{х
, У)= ( (WTI hnp)x, г/)п . (19)

Значит, спектр матрицы R вещественный. Кроме того, собственные
векторы матрицы R образуют полную ортонормированную систему а
пространстве со скалярным произведением (19) ([ 7 ], с. 252). Следова-
тельно, имеет место свойство 2.

Докажем теперь последние два свойства. Пусть г= щ 2 oOi +

е£ 002 есть собственный вектор матрицы R, соответствующий собст-
венному значению р. Тогда, учитывая (15), получим

—Dfh Сб2 = рО 2, С= а(ViHi Яр), D=&V2Ui.
Умножив эту систему на ( —1) и поменяв местами строчки, получим

Сф2+Т>o,l= ( р)#2,
—D$2 COi= (—р) Oi.

Последнее завершает доказательство теоремы.



5. Выбор квадратурных формул. Исследование дискретизированного
уравнения переноса излучения

Пусть квадратурная формула (5) есть формула средних прямоугольни-
ков, т. е.

ртl=2я/р; |ф,т—2я(т — 1/2)/р, т= 1,2, р.

Рассмотрим случай четного р, т. е. р = 2 q, и отметим, что все приво-
димые ниже результаты легко переносятся на нечетный р. Кроме того,
с целью некоторых упрощений азимут прямого солнечного излучения
фо положим равным n/2q. С учетом этих предположений дискретизиро-
ванное уравнение переноса излучения (14) примет вид

dl (VI п 1
——

-= 2b,W„i (Aoj/2 ) h(t) - J,(t) +
dx P

4- JtJ bsW-sj {Xa.j/2) —/-j (t) exp (at) u s , s=±l, ±2, ... ~ ±n,
j=i

/Дo)=/_ДЯ)=O, /=l, 2, ..., n. (20)

Из (12) и (13) следует

Wsi=Wis, wl=Wsi, W-si =Ws(-i), W{-4- s)=Wis . (21)

Согласно определению матрицы Wij {i, j = 1,2, ... , n), имеем

Wij= {gjlim)ml= {g{yjlim))ml, U j== 1 1 2, ..., П\ tfl,l=\, 2, ...,/?,

где
COS {УзНт) =PtPj+V (1 p 2.) (1 p 2) eos (2я (m —/) lp) =eos (yM).

Учитывая четность p 2q, свойства функции cos x и то, что функция
g'(y) определена на [O, я], получим, что является циркулянтом
([ 6 ], с. 263), т. е. матрицей вида

(Со С1 Ü2 ..

.
Ср—l \

Ср~‘ с» с * 0р~г | (22)
С 1 Сз ..

. С-0 )

Упорядоченный набор {CqC x c2 ... Ср-)) будем называть образующим век-
тором для циркулянта С. Образующий вектор для циркулянта Wij
есть

(х°. хl
.. .... х^х^.х^т1

. . . х 1. .), i,j= 1,2, ..., /г, (23)4 г] IJ у у ij и7 ’ J ’ v '

где

кС =£(уС), — М-5) (1

r=o, 1,2, ..., q.
Для матрицы W-ij{i,j = 1,2,...,«) имеем

cos (Y-jKm) =—PiPj+У (1 р2 )(1 р 2 ) cos (я (m —/) /?) =

= (piPj+У (1 Р2.) (1 Р*) COS (я —{т— /) яlq) =—cos ('Y? J
“ ,m~z| ) •

6
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Отсюда следует то, что \г jt yq~r и что образующий вектор для3I*3
циркулянта W-ij есть

•••

*q
-ij nlij ••• б/=l> 2, (24)

Здесь х/ ..

= g(jt yy), г—o, 1,2, ?.

Отметим некоторые свойства циркулянтов. Собственное значение
циркулянта (22) определяется формулой ([ 6 ], с. 263)

Ä-ft=Co+ ri C j’ -
(25)

j=i

а соответствующий ему собственный вектор есть

,(1 rk rj ... гр-1)т,

где &-й корень уравнения == 1. Отсюда следует, что любой цир-
кулянт при помощи унитарного преобразования

1 1 ... 1
П г2 ... 1

№=Г4= , (26)ур ; ; ";

Л р_l r p_i 1

1 2

не зависящего от конкретного циркулянта, приводится к диагональному
виду. Следовательно, матрицы Whs коммутируют между собой.

Применяя формулу (25) к циркулянту (23), получим в явном виде
собственные значения Хцк матрицы Wij (t, /==1,2,... , п)

5-1
№.=к°. .~\-уЯ.,rq + У] у} .ir lM-rv-1) =

г] г] г] h г] v fe k ’

i= l

=х° -fx* (cos ( 2nkq/p ) +i sin {2nkqfp) )i+
J t J

9-1
+ хг . . (cos (2лkl/p) +i sin (2л&//р)Ч- cos ((p —/) 2nk/p) -fIJ

l=i

+i sin( (p l)2nk/p) ) =

=>e®. j+ ( —1)hK q . +2 хг . . cos {jikljq) , &=1,2, ...,p; i = V—l. (27)
i=i

Аналогично, применяя формулу (25) к циркулянту (24), получим

cos{nkl/q), k=\, 2~..,р. (28)
z=i

Вычислим теперь вектор U*u s, где U матрица, определенная (26).
По определению us (см. раздел 3) имеем

Usm h’Cog (yCm) /4я, S==+ 1, +2, ...,
+ Ш— 1,2, ..., Р,

где

cos(y'Sm) =рBро+У(l ц 2 ) (1 соз(2я(т— 1/2)/р л/(2р)) =

= pspo+Y(l ц 2 ) (1 (Л2 ) cos (л (яг — \)fq) =cos (у 1 -̂11 )*
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Последнее позволяет записать вектор us в виде
“*= (Хс„/4я)(к“„ п\0 .... %х» 0 ... к‘0 )т,

“-* = (^с o/4л) (у.°
11( к‘_. 0 ... кч-' х« , 0 Kl",; ... у. 1 я ) т

.
I=l, 2, .... п.

Здесь xJ0 =g(Y!j 0 ), У%г ) ■ Отсюда, т-я координата
( U*us )m вектора U*u s есть

([/•«.)•*= (W4л fp) (Х»й +К»O FJ. + JS«i« ) =

г=l

= (Яс o/4яУр) (x°sO -|-(—l) w >c9
s(> +2^;xž

so , (29)
(=i

s=-+-l T ±2, ш= 1,2
,

p.

Умножив слева систему (20) на матрицу {7* и учитывая (21), (27)
(29), получаем задачу (20) в виде

dlо (т) А, Л

2 Л(s, /) /,■ (т) - bJs (т) ■+
j=l

я _■
+ А( s, /)))/— j(т) +ws exp (eru) , s=±l, ..., zbti,

3= l

(0) =/_j (//):= 0, j= 1,2, /г, (30)

где Is (т) = U*ls (т); üs=bsV*us \ A{i,j) и Л(—i,j) —диагональные мат-
рицы размерности р X р, диагональные элементы Ä*(dht, /) которых оп-
ределяются формулами

ta (Õ /) = (Ммз/4д) {§ (у°Р +(— 1)h g(У% )+22§ {уО) cos (nkl/q) ),

z=i

ta (—U) =—{KbiUj/4q ) (g (я — ) (—1) (я )+

q~i
— yv- 1) cos (nkl/q)), i, /=l, 2, ... ~ n\ k= 1,2, .. ~ 2q,

i=i

a £-й элемент üSh вектора й8 есть

й,„= (ХСМ4луад (g (уу +(-1) 4g(у’ 0
) +2 (/.„) cos ).

z=i

й-ш= {Xcob г/4л У2~q) [g{n у*.
Q

) +(—l)hg(я у° 0 ) +

3-2 2g(я Y9“O cos {nkl/q) ), k=\, 2,2q,
I=l

cos{y 1..) =pipj+V(l (i2 .) (1 — ц2 t=l, 2, . .., n\ /=O, 1, /г.

Л

Зная решение 7 s (x) задачи (30), можно легко определить решение

Is {x) = Re (£// s (t) ) задачи (20)

/sm(x) Не(l/Ур^г«-17вг (т )) = (\jy2q) 7в/(т) cos (я/ (m 1 )/<?).

i=1 г=l
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6. Некоторые обсуждения

Итак, решение уравнения переноса излучения (1) (2) методом дис-
кретных ординат сводится к решению системы дифференциальных урав-

Л

нений (30). Матрицу коэффициентов R этой системы можно описать
следующим образом: она состоит из элементов A(i, /) и Л(—г,/), г, / =

= 1,2, ... , /г, являющихся диагональными матрицами, и имеет раз-
мерность 2п X 2/г. Это позволяет применять к задаче (30) без значи-
тельных изменений многие методы решения краевых задач как к си-
стеме размерности 2 п X 2/г, эффективно используя многопроцессорные
машины при численной реализации.

Обозначим количество операций, необходимых для решения задачи
Л

(30), через k{n,p). Учитывая строение матрицы R, легко получаем
формулу

k{n,p)=pk{n, 1).
Величину k{n, 1) можно интерпретировать как количество опера-

ций, необходимых для решения системы дифференциальных уравнений
с краевыми условиями размерности 2п X 2/г. Эта величина зависит от
конкретного метода.

Отметим еще одно свойство системы (30). Несмотря на то, что коли-
чество операций, необходимых для решения задачи (30), есть k{n,p),
на окончательный результат будет оказывать влияние только k{n, 1)
ошибок округления результатов промежуточных вычислений.
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/. KNJAZIHHIN

DISKREETSETE ORDINAATIDE MEETODI KASUTATAVUS KIIRGUSLEVI
VÕRRANDI LAHENDAMISEKS HOMOGEENSE, TASAPARALLEELSE,

ANISOTROOPSELT HAJUTAVA ATMOSFÄÄRI KORRAL. 1

Kiirguslevi integraal-diferentsiaalvõrrand on lahendatud diskreetsete ordinaatide meetodil.
On näidatud, et sobivalt valitud kvadratuurvalemi korral laguneb diferentsiaalvõrrandi
koefitsientide maatriks omavahel kommuteeruvateks plokkideks, mida on lihtne unitaar-
maatriksi abil diagonaalkujuks taandada.
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/. KNJAZIHHIN

INVESTIGATION OF THE DISCRETE ORDINATES SOLUTION
OF THE RADIATIVE TRANSFER EQUATION

IN THE HOMOGENEOUS, PLANE-PARALLEL, ANISOTROPICALLY SCATTERING
ATMOSPHERE. 1

The given paper presents the first part of the investigation of the discrete ordinates
solution of the radiative transfer equation in the homogeneous, plane-parallel, aniso-
tropically scattering atmosphere. The following variant of this method is considered
the double integral which occurs in the integro-differential equation of the radiative
transfer is replaced by the quadrature formulae. Due to the use of this discretisation,
we can replace the radiative transfer equation (1) by a system of 2 np linear differ-
ential equations (6).

Let the formula (5) be the rectangular formula. In this case the system of linear
differential equations (6) can be transformed to the system of linear differential
equations (30), It has the following structure the matrix dimension of the coefficient
of the system (30) is of the order 2n and its elements are p\p diagonal matrices.
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