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НОРМАЛЬНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ АЛГЕБР
(Представлена А. Ху малом)

Пусть а некоторое многообразие Q-алгебр. Многообразие а назовем
нормальным, если множество нульарных операций из Q пусто и все
тождества, определяющие многообразие а, таковы, что в левую и пра-
вую части рассматриваемого тождества входят одни и те же перемен-
ные. Алгебра А из о называется проективной [*] (с. 156), если всякая
диаграмма

А
п
,

состоящая из Q-алгебр из а и их гомоморфизмов, где я эпиморфизм,
продолжается до коммутативной, т. е. существует гомоморфизм
ф: А Р такой, что яф —ф. Инъективная Q-алгебра из а определяется
двойственным образом.

В настоящей статье рассматриваются вопросы описания нормальных
многообразий Q-алгебр, каждая из которых проективна (инъективна).
Аналогичные вопросы решались для многообразий модулей над коль-
цами [2 ] (теорема 4.2), полигонов над моноидами [3_чs ], полумодулей
над полукольцами [6 > 7 ], минимальных абелевых многообразий Q-алгебр
с нулем [B ], а также для категорий функторов из малой категории в
категорию множеств [9 ]

Оказывается, требование, чтобы все Q-алгебры из нормального мно-
гообразия а были проективными, соответственно инъективными (факти-
чески мы будем это требовать лишь для конечно порожденных алгебр
из а), накладывает условие на сигнатуру Q. А именно, в этом /случае
система Q состоит только из унарных операций. Этот результат позво-
ляет свести поставленный вопрос к соответствующему вопросу для поли-
гонов над моноидами, решенному Л. А. Скорняковым [3 ].

Пусть а нормальное многообразие Q-алгебр и Q ф 0. Введем
одну простую конструкцию, которая понадобится нам в дальнейшем.

Пусть А произвольная Q-алгебра из многообразия а и 0
— некоторый символ. Рассмотрим множество А* = A U © и

определим на нем операции из Q следующим образом: для произволь-
ной я-арной операции to еQ и любых а ь ... , положим

Г ai ... ап со еА, если а*еЛ для всех i—l, п\ ...

ai. .. ап(о== \ (1)
V 0 в противном случае.
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Таким образом, формулы (1) задают на А* структуру Q-алгебры.
Легко видеть, что Q-алгебра А * принадлежит многообразию а. Дейст-
вительно, всякое тождество, выполняющееся в о, в силу нормальности п,
имеет вид

р{х1, .... x'n)=q{x 1, ..., хп ),

где р и q некоторые главные производные операции [ lo ] (с. 155) от
системы операций Q. Тогда, ввиду (1), для произвольных а\, , а п е
еА* в случае, если для каждого i= I, ... ,п, будет

р{аи ..., ап ) =q{ai, ..., ап),

поскольку Ае а, а если а* = 0 для некоторого i то
р(а ь ...

,
а*_ 1, 0, аг+ь ... , а п ) = 0 н р(а ь ... , аг -_ь 0, ai+u ...

•.. , а п ) —©,т. е.

р{а и ап ) =q{ai, ..., ап ).

Следовательно, А* е а.
Введенную Q-алгебру А* назовем расширением Q-алгебры А внеш-

ним нулем 0.
Теорема 1. Если все конечно порожденные Q-алгебры из нормаль-
ного многообразия о инъективны, то Q состоит только из унарных опе-
раций.
Доказательство. Пусть все Q-алгебры из а инъективны. Пред-
положим, что существует я-арная (я 2) операция аеQ, и покажем,
что это приводит к противоречию.

Пусть А произвольная конечно порожденная Q-алгебра из а и
А* расширение алгебры А внешним нулем 0. Через В = А* X А*
обозначим прямой квадрат Q-алгебры А*. Ясно, что В е а. Рассмотрим
подмножество

С={(а, 0), (0, а) | аеД*}
в Q-алгебре В. Легко видеть, ввиду (1), что С есть подалгебра в В и,
значит, Сеа. Ясно также, что С конечно порождена. Ввиду инъектив-
ности С, диаграмма

сХв
Н

С,
где I естественное вложение, I тождественный автоморфизм, про-
должается до коммутативной, т. е. существует гомоморфизм
ср : В С такой, что фс =I. Тогда

ф(с) =фl(с)= I(с)=с ' (2)
для любого сеС,

Пусть а ь .. . , ап произвольные элементы из А и пусть, для опре-
деленности,

Ф(аl, ai)= (а, 0) (3)

для некоторого а е А*. Для операции oe Q имеем в В равенство
(а ь а х ) (0, а2 ) ... (0, а п )<о {а {в ..

. ©со, а х ... an co);= (в, а { ... апсо).
(Если элемент ф(яь имеет вид (0, я), то рассматриваем соотноше-
ние, аналогичное последнему, но с переставленными координатами
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элементов из В). Применяя к элементам из этого соотношения гомомор-
физм ф, учитывая (2) и (3), получим

(а, 0) (0, а2 ).. .(в, ап )со= (0, ai ... ап ш). (4) /

Преобразование левой части равенства (4) дает

(а, 0) (0, а2).. .(©, an ) to= (0, 0),
т. е. равенство (4) принимает вид

(0, 0) =■(©» ai ... ап со).
Отсюда следует a'i ... а п ы —O. Последнее, ввиду предположения
üi i= А (1 i п), означает, что og4 Полученное противоречие
доказывает теорему.

Аналогичный результат имеет место и в «проективном случае».
Теорема 2. Если все конечно порожденные Q-алгебры из нормаль-
ного многообразия а проективны, то £2 состоит только из унарных опе-
раций.
Доказательство. Пусть G свободная в а алгебра, порожденная
одним свободным образующим g g G, и G* - ее расширение внешним
нулем 0. Через F обозначим Q-алгебру, состоящую из трехмерных век-
торов с элементами из G*, на которых операции из Q действуют поком-
понентно. Ясно, что F а.

Для произвольных [ £ f, i = 1,2, 3, через /(г) обозначим i-ю коор-
динату вектора f. Через fljGf обозначим вектор, на i-м месте которого
стоит элемент а е G*, а на остальных местах 0. Через В cz F обо-
значим подалгебру, порожденную элементами {g4, i 1,2,3}.

Пусть V свободная Q-алгебра из о, порожденная тремя свобод-
ными образующими и ь v 2, v 3. Ввиду проективности Q-алгебры В, диа-
грамму

! В

V-+B,
где I тождественный автоморфизм, л эпиморфизм такой, что
л (v'i) = gi, можно продолжить до коммутативной некоторым гомомор-
физмом ф :В-*-У, т. е. Лф = I. Покажем, что (p(gi) = Vi для любого
i= 1,2, 3. Для этого, ввиду лф(£г) =l(gi) =gi = Ti{Vi) , нам доста-
точно показать, что из л (и) = gi для некоторого кеУ следует и = Vu

Действительно, возьмем для определенности 1= 1 и пусть п{и)= gj,
и = p{vu v 22, 3), где p = p{x,y,z) некоторая главная производная
операция от Q. Покажем, что слово р не содержит букв у и z. Действи-
тельно,

gi= n{u)=n{p{vi, ü2, v 3)) =р(л(щ), n{v 2 ), n{v 3 ))=p{gi, g 2, g 3),
t. e. gi p{g\, g2,gs) ■ Ввиду покоординатного применения операции р
к элементам из В, для первой координаты вектора g\ имеем

£=P(gi(l),#2(l),fs(l ))=p{g> 0.0)• (5)
Из свойств элемента © и того факта, что g ф 0, следует, что слово р
не содержит букв у и z, т. е. р{х, у, z) = р{х). Кроме того, из (5) полу-
чаем

g=P{g)- (6)
2*
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Так как g свободный образующий Q-алгебры G, то равенство (6)
есть тождество, выполняющееся в а. Следовательно, и\— p{v 1) = V\.Тем самым доказано, что ф(£Д = для любого i—l,2, 3.

Предположим теперь, что существует хотя бы одна п-арная {п 2)
операция о е Q, и покажем, что это приводит к противоречию.

Действительно, легко видеть, что в В выполняются равенства

glg2 .. • =©, g3g2 .. ■ g2U=S,
n—l п—l

__ 1
где © вектор, на каждом месте которого стоит символ ©. Таким обра-
зом, в В выполняется равенство

glg2 ■ ■ ■ g2(ü= g3g2 ■ ■ . g^CO.

Применяя гомоморфизм ср к обеим частям этого равенства и учитывая,
ЧТО ф(£г) = Vi для любого i = 1,2, 3, получим

ViV2 .. . v 2(ü V3V2. .. . v2(x).

Так как {vu v 2, П3} система свободных образующих Q-алгебры V, то
последнее равенство есть тождество в а, что противоречит предположе-
нию о том, что а нормальное многообразие. Теорема доказана.

Теоремы 1 и 2 показывают, что нормальные многообразия Q-алгебр,
каждая из которых ннъективна (проективна), исчерпываются соответст-
вующими многообразиями унарных алгебр. Легко видеть, что совокуп-
ность унарных операций образует полугруппу 5 относительно операции
суперпозиции. Две унарные операции из S, действующие на алгебрах
из а одинаково, будем отождествлять. Другими словами, если в а вы-
полняется тождество xv = х\х (v, (i gŠ) , то будем считать, что
V = Ц.

Если полугруппа 5 содержит тождественную унарную операцию е,
то, очевидно, 5 моноид. Действительно, x(ev) = (xe)vi= х\,
x(ve) 1= (xv)e = xv, следовательно, ev = ve = v. Если S не содержит
тождественной операции е, то добавим ее к 5 и потребуем, чтобы в а
выполнялось тождество хе = х. Новую полугруппу S U е снова обозна-
чим через S. Теперь каждая алгебра из а, очевидно, становится правым
полигоном [3 ] над моноидом 5.

Таким образом, описание нормальных многообразий Q-алгебр, каж-
дая из которых проективна (ннъективна), сводится к описанию многооб-
разий правых 5-полнгонов над моноидом S, а фактически к описанию
моноида S, над которым все правые полигоны проективны (инъек-
тивны). Такое описание получено в [3 ], а также может быть получено,
как частный случай, из результатов [9 ] (см. также [ 4,is ]).

В частности, из теоремы 3 [3 ] вытекает
Следствие. В нормальном многообразии а все (конечно порожден-
ные) Q-алгебры проективны тогда и только тогда, когда а есть много-
образие множеств и Q либо пусто, либо состоит из одной тождественной
унарной операции.

«Инъективный случай» формулируется более громоздко.
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V. FLJAISER
NORMAALSED ALGEBRATE MUUTKONNAD

Q-algebrate muutkonda a nimetatakse normaalseks, kui Q ei sisalda nullaarseid operat-
sioone ja selle muutkonna iga defineeriva samasuse vasak pool sisaldab samu muutu-
jaid kui parem pool. Artiklis on näidatud, et kui normaalse Q-algebrate muutkonna
kõik lõplikult moodustatud algebrad on projektiivsed (injektiivsed), siis Q koosneb
ainult unaarsetest operatsioonidest. Selliste unaarsete algebrate muutkondade kir-
jeldus vastavate monoidide abil on teada [ 3 ].

V. FLJAISER

NORMAL VARIETIES OF ALGEBRAS

A variety a of Q-algebras is regarded as normal if the set of all nullary operations
from Q is empty and for every identity in A the sets of variables in its both sides
coincide. It is shown that if in a normal variety of Q-algebras all finitely generated
algebras are injective (projective) then Q consists of only unary operations. The des-
cription of such varieties of unary algebras in terms of properties of the monoid
formed by the unary operations from Q is known [ 3 ],
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	Рнс. 6. Энергетические уровни в области валентной зоны на поверхности (ПО) однозонной модели CsCl. Заштрихованные участки непрерывный спектр (здесь и на следующих рисунках).�樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸹㘠〮〰‰⸰〠㤮㌵′㈳⸰〠ㄶ〮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〲〳〰〲昶〲晢〳〳〳〱〲昱〳〶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊㄹ⸸㐠〮〰‰⸰〠〮㔷′㜱⸰〠ㄶ〮㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰ㄱ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㌲‰⸰〠〮〰‱〮㐹′㠷⸰〠ㄶㄮ㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〰〳〱〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊㄱ⸰ㄠ〮〰‰⸰〠㤮㘴″〹⸷㈠ㄶㄮ〰⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲摢〰㈱〰つ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮〶‰⸰〠〮〰‱〮㜷″㌳⸷㈠ㄶㄮ㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〰ㄹ〰ㅡ〰ㄸ㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸱㌠〮〰‰⸰〠ㄱ⸳㐠㌵㐮㜲‱㘱⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦攰㉦搾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸹㜠〮〰‰⸰〠㤮㤲‱㐮〰‱㔱⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦挰㉦㤰㉦攰㉦㘰㉦愰㌰㠰㉦㌰㌰㉦㌱〾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名〮〸‰⸰〠〮〰‹⸳㔠㜵⸰〠ㄵ〮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〲〳〳〳〱〳〴〲晢〳〳〳〴〳〱〲昱㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㔰‰⸰〠〮〰‹⸶㐠ㄲ㤮〰‱㔱⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㌾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸴㌠〮〰‰⸰〠㤮㌵‱㐰⸰〠ㄵ〮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〲〳〰〲昶〲晢〳〳〳〱〲昶㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㔶‰⸰〠〮〰‱〮㈰‱㠳⸰〠ㄵㄮ㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〵〲晣〳〴〲晦〳〱〲昶〳〲〳〷〲昶〲晥〳〷〲昹〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㤮㈷‰⸰〠〮〰‱〮㈰′㘱⸷㈠ㄵ〮㐲⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昹〳〲〳〸〲昶〲昸〲昱〲昶〳〳〰て㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㔰‰⸰〠〮〰‹⸶㐠㌱㈮〰‱㔱⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㌾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਸ⸵㐠〮〰‰⸰〠㤮〷″㈳⸰〠ㄵㄮ㈸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〳〲晦㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸱㠠〮〰‰⸰〠㤮㌵″㌹⸰〠ㄵ〮㤸⁔洍ਲ਼⁔爍਼〲昳〳〱〲昶〲晤〳㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ⸱㘠〮〰‰⸰〠㤮〷‱㌮㜲‱㐱⸲㠠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦戰㉦㉦戾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸳㔠〮〰‰⸰〠㤮㌵″㘮〰‱㐰⸱㌠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㔰㉦挰㌱〾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名ਹ⸵㘠〮〰‰⸰〠⸲〠㔹⸰〠ㄴ〮㈷⁔洍ਲ਼⁔爍਼〳〵〲晣〳〴〲晦〳〱〲昶〳〲〳〷〲昶〲晥〳〷〲昹〲昹㸠呪ഊ䕔ഊ儍ੱഊ䉔ഊ㜮㔰‰⸰〠〮〰‹⸶㐠ㄳ㜮〰‱㐰⸰〠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦㌾⁔樍名ੑഊ焍ੂ名〮‰⸰〠〮〰‹⸹㈠ㄴ㘮㜲‱㐱⸲㜠呭ഊ㌠呲ഊ㰰㉦戰㉦昰㌰㉦昰㌰㌰㉦戰㉦昰㉦㌰㉦
	Рис. 7. Энергетические уровни в области валентных зон на поверхности (110) двухзонной модели CsCl.�当吰〳㐲∠䡐体㴢㠵㈢⁖偏匽∲㤰㘢⁗䥄呈㴢㜴㠢⁈䕉䝈吽∴ㄢ⁃低呅乔㴢屵〴㍦屵〴㐰屵〴㍥屵〴㐱屵〴㐲屵〴㐰屵〴㌰屵〴㍤屵〴㐱屵〴㐲屵〴㌲屵〴㌵屵〴㍤屵〴㍤屵〴㍥ⵜ田㐳㉜田㐴ぜ田㐳㕜田㐳捜田㐳㕜田㐳摜田㐳摜田㐴扜田㐴㔢⁗䌽∱⸰〢⁃䌽∰〰〰〶〰〲〰〰㈰〰〰〱〰∯㸍ਉउउ़卐⁉䐽≐㠳当倰〲㤷∠䡐体㴢ㄶ〰∠噐体㴢㈹㐶∠坉䑔䠽∲㠢⼾ഊउउउ㱓瑲楮朠䥄㴢倸㍟協〰㌴㌢⁈偏匽∱㘲㠢⁖偏匽∲㠹㐢⁗䥄呈㴢㈸〢⁈䕉䝈吽∴ㄢ⁃低呅乔㴢屵〴㍥屵〴㐲屵〴㍤屵〴㍥屵〴㐸屵〴㌵屵〴㍤屵〴㌸屵〴㌹∠坃㴢〮㤹∠䍃㴢〰㌳㐰〴〢⼾ഊउउउ㱓倠䥄㴢倸㍟卐〰㈹㠢⁈偏匽∱㤰㤢⁖偏匽∲㤴㘢⁗䥄呈㴢㌱∯㸍ਉउउ़却物湧⁉䐽≐㠳当吰〳㐴∠䡐体㴢ㄹ㐰∠噐体㴢㈹〶∠坉䑔䠽∸㜢⁈䕉䝈吽∴ㄢ⁃低呅乔㴢屵〴㍦屵〴㐰屵〴㌸∠坃㴢〮㤸∠䍃㴢〰㘢⼾ഊउउ़⽔數瑌楮放ഊउउ़呥硴䱩湥⁉䐽≐㠳彔䰰〰㐶∠䡐体㴢㘶∠噐体㴢㈹㔱∠坉䑔䠽∱㤶ㄢ⁈䕉䝈吽∵㔢㸍ਉउउ़却物湧⁉䐽≐㠳当吰〳㐵∠䡐体㴢㘶∠噐体㴢㈹㘴∠坉䑔䠽∲㌸∠䡅䥇䡔㴢㈸∠䍏乔䕎吽≜田㐳敜田㐳晜田㐳㡜田㐴ㅜ田㐳ぜ田㐳摜田㐳㡜田㐳㠢⁗䌽∰⸹㤢⁃䌽∰〲〲㘴〢⼾ഊउउउ㱓倠䥄㴢倸㍟卐〰㈹㤢⁈
	Untitled�㬄�÷㸄�˷㼄�÷䀄�÷㸄�÷㈄�÷㸄�÷㐄�÷㴄�÷㸄�÷䄄�÷䈄�÷䰄�÷
	Untitled���㬄Ā÷㸄Ā÷㼄Ā÷䀄Ā÷㸄Ā÷㈄Ā÷㸄Ā۷㐄Ā˷㴄Ā÷㸄ĀϷ䄄Ā÷䈄Ā÷䰄
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