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(Представлена Н. Алумяэ)

1. Постановка задачи

При построении моделей часто приходится прибегать к идентификации
объектов в процессе их нормального функционирования. Основной зада-
чей при этом является получение алгоритмов идентификации, предна-
значенных для оценивания параметров объекта в системе с обратной
связью.

Известно [*] два типа методов идентификации прямой цепи замкну-
той системы косвенные и прямые. С помощью косвенных сначала
оценивают характеристики всей замкнутой системы, а затем вычисляют
характеристики объекта с привлечением информации о параметрах ре-
гулятора. Эти методы предполагают точное знание характеристики об-
ратной связи. Прямые методы лишены указанного недостатка, с их
помощью данные «вход-выход» обрабатывают так же, как и данные
в эксперименте с разомкнутым контуром. Однако здесь возникает другая
проблема. В основе почти всех доказательств результатов о поведении
оценок параметров объекта лежит допущение, что его вход статистиче-
ски независим от выхода, т. е. они базируются на предположении, кото-
рое не имеет силы для объектов в замкнутом контуре. Поэтому для
разрешимости задачи оценивания прямыми методами важно отыскать
условия, которым бы удовлетворяли как объект, так и обратная связь.

В данной работе будем искать условия состоятельности оценок пара-
метров. Как известно [*], решение этой задачи зависит от структуры
модели, применяемого метода идентификации, характера системы и
условий проведения эксперимента.

Рассмотрим линейный, стационарный, дискретный, стохастический
объект управления с одним входом и одним выходом. Такие объекты
описываются в общем виде выражениями

у{() =o{ег')и{l)+Н{(гл )е{t), (1)
где переменные {e{t )} представляют собой последовательность незави-
симых случайных величин с нулевыми средними и дисперсиями о2

,

qrl оператор обратного сдвига, q-x u{t) = u(t — 1), G{q~ x ), Н [q~ x )

рациональные функции аргумента q~x
.

Для определения модели системы функции G (q~ x ) и Н (q~ x ) надо
параметризовать с помощью вектора параметров 0. Модель, соответст-
вующая определенному значению 0, задается уравнением
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у{l) =Св{д-I )и{l)+Нв {д-')ЕУ), (2)

где {е(o} последовательность независимых случайных величин с
нулевыми средними и дисперсиями ае2

.

Параметризация G{q~ l ) и Н (q~ x ) может быть выполнена несколь-
кими способами, обычно используют разностное уравнение

Ae{q-')y{t)=BQ {q-')u{t)+Ce {q-')e{t), (3)
где

I )'=i+2 ai q~i
*

v—i

B e {q- l ) = 2J b tq~\
ii—p

Ce(q~ 1) =l+2J Ciq-K
v= 1

Задаче отыскания условий состоятельности оценок параметров ука-
занной модели в настоящее время придается большое значение. Отыски-
вают условия в зависимости от выбранного вида полинома

(Се(^“ 1 ) i= 1 [ 2 ]), от выбранного метода идентификации (в
['2 > 3 ] это метод наименьших квадратов, в [4~6 ] метод максималь-
ного правдоподобия) и от заданных условий проведения эксперимента
(различные сдвиги в законе обратной связи [ 7 ], существование внешних
входных сигналов [’]).

В данной работе предполагается, что C e (q~ l ) = Ae {q~ l ). Это соот-
ветствует частному случаю, когда сам объект является детерминирован-
ным, а выходы измеряются с некоррелированными во времени ошиб-
ками. Для идентификации такой модели, кроме метода максимального
правдоподобия, пригоден метод собственного вектора, который (в случае
нормального распределения ошибок измерений) приближенно вычисляет
оценки максимального правдоподобия с помощью аппроксимации функ-
ции правдоподобия, хорошо зарекомендовавшей себя при идентифика-
ции динамики разомкнутых объектов [B ].

Предполагается, кроме того, что управляющее воздействие осущест-
вляется регулятором в обратной связи по закону

F{q-i)u{t)=D{q-i )y{t) (4)
или

F{q- l)u{t)=D{q-i)y{ty+F{q-i)6{t), (5)
где

F{q-')=\+žfiq-\
i<= 1

D{q~ 1 )= diq~\
v=k

и переменная 6(0 является внешним возмущением относительно выход-
ного сигнала регулятора в обратной связи. Принимается, что 6(0 —•

некоррелированные во времени случайные величины с нулевыми сред-
ними и дисперсиями об2 независимы также иот случайных величин
8(0-
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Цель работы состоит в отыскании условий, при выполнении которых
оценки максимального правдоподобия н оценки собственного вектора
параметров объекта сходятся почти наверное (п. н.) к истинным значе-
ниям при N —>- со для систем (3), (4) и (3), (5).

2. Основные предположения и обозначения

Введем вектор параметров объекта 0/
= (oi / 02 /

) ) гД е 0/ (а\ а2 ■■ ■
а п а ) ,

{Ьр Ьр+ l • • • Ь Пь )-

Для компактности записи уравнений системы и описания доказа-
тельств используем теплицевы матрицы размера N N:

па n s

A=l+2Jfl<S <
> B='JjbiS\

i=l i—'.p

o=2d,s\
i—i i=ih

где S = {Sij = õžj+i}, S* i-я степень матрицы S, и векторы

yV=[ž/(l) y{2) ... y{N) ].

u'N— [«(1) u{2) ... u{N)],
e'n =i[e(l) e(2) ... &{N)],
ÕV= [6(1) 6(2) ... 6 {N)].

Уравнения (3) (5) при нулевых начальных значениях перепишем в
виде

Ay N= Biijv+Aeiv, (За)
Fujv= Dy jV , (4а)
Fujv=Dyjv+Föiv. (sа)

Последняя форма записи нашла широкое применение благодаря удоб-
ству алгебраических манипуляций, т. к. матрицы из множества Т (ниж-
ние треугольные теплицевы матрицы) обладают следующими свойст-
вами [9 ]:

А, Ве Т 1) A” 1 gГ, если а OфО,

2) АВ =ВА еГ.

Выпишем функции и /jv(0), которые надо минимизировать для
получения оценок максимального правдоподобия и оценок собственного
вектора соответственно. При больших выборках влиянием начальных
условий можно пренебречь, поэтому принимаем, что в исследуемых
системах начальные условия нулевые. Тогда функция правдоподобия
запишется в виде

L {yN 10) =constXexp ( lly N A- 1BuiV || 2 ) =
~

8

i— constXexp (—“ Il Ay N Bujvll 2
AA,rl ) .

s
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Отсюда следует, что функция, минимизируемая для получения оценок
максимального правдоподобия, имеет вид

Jn (6) =~ И Ayjv
8

Если весовую матрицу АА' заменить матрицей (1 -f-G/Gi) I, т. е.
матрицей, которая состоит только из диагональных элементов матрицы
АА', то для получения оценок собственного вектора [B ] найдем миними-
зируемую функцию

Jn{ G) =—7 7тугдгтгтJ II Аул Bujvll 2
'-

ст" ( I+G iGi)

Пусть (°) индекс истинного значения.
Предположение А. Нули полинома Po a {z) Aq°{z)F{z) — Bq°{z) X
ХП(г) лежат вне единичного круга.

Предположение гарантирует устойчивость замкнутой системы и обе-

-1 1 а
спечивает сходимость функций ~/zv(G) и //у (9) п. н. к EJN {Q )

а
и EJn (Q) соответственно.
Пр едположение Б. Полиномы Äe°{z) и Bq°{z) не имеют общих
корней ине все Ьр\= 0, i=р,р +l, ... , пь■

Это предположение необходимо для полной управляемости объекта
[ lo ]. Если идентифицируемый объект не является полностью управляе-
мым, то значение G0 не будет единственным, т. е. множества

{G : /а (9) = /а (0 0 )} и {G : /(G) —/(0°)},
где

/а (0):= (G) н / (0) = liin - /дг (0),
N->-oo iv N-+oo iv

не будут одноточечными.
Предположение В. В замкнутой системе имеется запаздывание
р А~ k 1, реализуемое или объектом, или обратной связью.
Предположение Вl. В замкнутой системе имеется запаздывание
р -j- k па +l, реализуемое или объектом, или обратной связью, или
частично объектом и частично обратной связью.

Предположения В и В1 обеспечивают, что 7(0°) и
/а (0°) /а (0).
Предположение Д. Множество 0 допустимых параметров 0 есть
компактное подмножество в НПа+п'-Р+ 1

, причем истинное значение век-
тора параметров 0° является внутренней точкой множества 0.

Предположение гарантирует, что последовательность оценок ojv
имеет сходящуюся подпоследовательность.

3. Основные результаты

Решение поставленных задач содержится в утверждениях теорем 1—4.
Теорема 1. Если для системы (3), (4) справедливы условия А. Б, Д,
Вl, то оценки собственного вектора неизвестных параметров объектасходятся п. н. к истинным значениям при N -->■ оо.
Теорема 2. Если для системы (3), (4) справедливы условия А, Б, В,
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Д, то оценки максимального правдоподобия неизвестных параметров
объекта сходятся п. н. к истинным значениям при N оо.
Теорема 3. Если для системы (3), (5) справедливы условия А, Б, Вl,
Д, то оценки собственного вектора неизвестных параметров объекта схо-
дятся п. н. к истинным значениям при N ->■ оо.
Теорема 4. Если для системы (3), (5) справедливы условия А, Б, В,
Д, то оценки максимального правдоподобия неизвестных параметров
объекта сходятся п. н. к истинным значениям при N оо.

В работе доказана теорема 1. Доказательства остальных теорем ана-
логичны.

4. Доказательство теоремы 1

Нам понадобятся следующие леммы.
Лемма 1 [ п ]. ElycTb xN = &v N иzN = Hejv,
где

x'N= [x(1) x{2) ... x{N)], z'N =[z{l) z(2) ... z{N)],
v'n=[v{\) v{2) ... v{N)], eV=[e(l) e{2) ... e{N)],

со CO

о=ЕB&, n=2h,s‘,
i—o i—o

v{t) u e{t) процессы белого шума с нулевыми средними. Предполо-
оо со

жим, что yjg2 <6°o, Aa < oo uv{t) = e[t) или процессы v {i) ,
е {t)

i=o i— О

взаимно независимы.
Тогда

| оо

lim z'NxN =E[e{t)v{t)] higi
N i—o

n. H.
Лемма 2. Если H = KT -1

,
где Ка Т нижние треугольные теплицевы

матрицы, ki = 0, iА> m и теплицева матрица Т отвечает полиному,
корни которого лежат вне единичного круга, то

°° 2UhjCoo.
j=o

m
Доказательство. Так как hj— kitj-i, то

' 2=o
oo mm oo mm о° °°

ЕК = Е Е ЕШЕ^ЕбХI’^
3= o i=o I=o j=o г=o I=o j=o j=o

mm oo со
< 2J JtJ kiki JS 1 h-i 1 JŽ 1tj-l 1 < 00.

i—o Z=o j=o j—o
Первое неравенство следует из неравенства Коши—Буняковского, а по-
следнее в силу предположения леммы 2.
Лемма 3. Если для системы (3), (4) справедливо условие А, то

А 1 ОО Па
;*{e) = iim--/‘^ (в) =£/» (е) = 1-И1+0'1 е 1 )-ДДЩ+2 ДЩ‘М-

N->-oo -ZV 1
г=o г=o
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Доказательство. Из (3), (4) имеем

yN = (P°)-lA°Fe^,

Ujv— (P°)~ lA°Deiv,
следовательно,

Ay N Bu jY=АА°Р(Р°)- Iел— 1ел— BOA0 (P°)- 1 8JV=

=AeW+ (AB° A°B) D (P°) -18jv.

Введя обозначение H = (AB° A°B)D(P°) _1
, находим

=^7ДЪ7 -----[е,яА/ Ае.т -+Е,л-Н'НBд +2в,

мА,Не„].
JM Tv er (1 -f-t) löi)

oo
Так как по лемме 2 hi2 то, используя лемму 1, получим

г=О
оо па

Ja (0) =1+ (l;+0' 101)-i[ 27 AJH-2иhiüi] .
i—o г=o

Лемма 4. Дели (Зля системы (3), (4) справедливы условия А, Б, Вl,
то при o^o°

/а (0) >/а (0°).
Доказательство. Заметим, что /а (0°) )= 1. Если справедливо ус-

па
ловие Вl, то при г па имеем /г; =O, а также }ца{ =O. Следо-

г—o
вательно,

оо
/«(0) = l + (i+0' 10 1)-i^;/^i.

i=o

Равенство достигается тогда и только тогда, когда элементы hi теп-
лицевой матрицы Н при i —O, 1,2,... равны нулю, т. е. когда полином
H{z), соответствующий матрице Н, нулевой:

H{z) = [A (2) В0 (2)А0 (2) B{z)]D (2) [Р° (2) ]-1 = 0
или

[Л (2) Л°(2)]Б°(2)—[s(2) Я°(2)]Лo(2)=o.

Это однородная система линейных уравнений относительно неизвест-
ных at аА, i=l, 2, .'. ~па иbi— ЬД i Шр, р+ 1, ... , пь . По усло-
вию Б в системе па + пъ —р+ 1 независимых уравнений, следователь-
но, она имеет только нулевое решение ai —аА=o, i = 1,2, ...

, па ,

bi —ЬА= 0, i === р, р -{- 1, ...
, пь, что и доказывает лемму.

Лемма 5. Если в системе (3), (4) выполнены условия А, Б, Вl, Д,
то оценки собственного вектора параметров объекта, минимизирующие

на множестве 0, сходятся п, н. к истинному 0° при jV ->■ оо.
л

Доказательство. Пусть Q N оценки собственного вектора, мини-

мизирующие ~/£(0), 0е 0. Следовательно, / iY"(ojv) /J(0°). По
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условию Д последовательность O Л ' имеет сходящуюся подпоследователь-
А. Л

ность 0 , Игл 0 —o*. Допустим, что 0* ф S e , где S e =Nn П-УОО
= {0: inf || o°- o||| < е, и покажем, что это предположение противоре-
чит условию, которому, по определению, должны удовлетворять оценки
собственного вектора. Справедливо равенство

6(0*) = |/“(0*)—/“(00) |.

Так как (0*) и ~Ja
N (0°) сходятся п. н. с ростом выборки к /(0*)

и /(0°) соответственно, то на множестве @ найдется N \ такое, что при
N n >N \

i-—/^(0o)-/«(0o)l<

п. н. Так как подпоследовательность QNn сходится п. н. к. 0* при

п-> оо, а функция ~Jn{Q) непрерывна по 0, то найдется N 2 такое,
что при Nn > N 2 выполняется п. н.

(6)

Следовательно, найдется N 0 гпах {Nu N 2) такое, что для Nn iV0

4-JnA <—■
n 2.

n. h. Из (7) следует, что при Nn N 0
J-(0*) (0°) +—- Jя.(0°) —Д. (0 Л) I<6=

= |/а (0*) —/“(0°) I,
откуда

/Nn (OJVn ) (0°) •

Поскольку e произволен, то полученное противоречие доказывает
лемму.

5, Результаты эксперимента на ЦВМ

С целью иллюстрации выводов предыдущего пункта исследование ме-
тода собственного вектора при предположениях теоремы 1 проводилось
на трех моделях объектов.
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1. Модель колебательного объекта [ |2 ]

y{t)-\,sy{t-\)+o,7y{t-2) =

=u{t—\yr+-o,su(t 2)-\-e{t)—\,se{t—\yL\-oJe{t —2) (8)
и обратная связь

и(t) =0,1 [у* y{t—2) ]. (8а)

2. Модель неминпмальнофазового объекта |i2 |

У(/) - 1 ,43i/HI +0,47(/ С -2) =

=—O,Ю«(2е I)+o,l7и(* — 2)+e(f) 1,43e(f 1).+0,47e(f— 2) (9)

и обратная связь

и(0= I.s[»* —г/(<-2)]. (9а )

3. Модель третьего объекта получена из первого в предположении, что
= 0, т. е.

y(t)-l,sy(t-l).+oJy(t-2) =

=0,5«C — 2)+е(Ч— 1,5е(/ !) +o,7е(/ —2), (10)

и обратная связь

u{t)=—o,\u{t 2)+0,25[г/* */(* 1)]. (Юа)
Реализации процессов y{t), u{t) {N = 500) генерировались из по-

следовательностей дискретного белого шума согласно уравнениям (8)
и (8а), (9) и (9а), (10) и (Юа) соответственно при различных величи-
нах т| = у*/ое, где у* задающее воздействие регулятора. По реали-
зациям вычислялись оценки собственного вектора параметров. Резуль-
таты эксперимента приведены в таблице.

Результаты статистического моделирования

Модель I Модель II Модель III
Истин- Истин- Истин-

ное Оценка ное Оценка нос Оценказначе- значе- значе-
ние ние ние

2,5 — 1,50 —1,64 — 1,71
25 — 1,5 — 1,45 — 1,43 — 1,42 — 1,5 — 1,56

250 — 1,50 — 1,42 — 1,50

2,5 0,73 0,69 0,89
25 0,7 0,67 0,47 0,46 0,7 0,74

250 0,70 0,46 0,70

2,5 0,33 —0,17 0,32
25 1 0,52 —0,10 —0,13 0,5 0,46

250 0,97 —0,10 0,50

2.5 1.11 0,23 —

25 0,5 1.13 0,17 0,20 — —

250 0,54 0,17 — —
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Ülle KOTTA

SULETUD AHELAS TOIMUVATE LINEAARSETE PROTSESSIDE
IDENTIFITSEERIMINE

Artiklis on vaadeldud suletud süsteemide identifitseerimist omavektormeetodil ja maksi-
maalse tõeoärasuse meetodil. Identifitseeritav objekt on lineaarne diskreetne statsionaarne
ühe sisendi ja ühe väljundiga süsteem, mida juhitakse tagasiside abil lineaarse statsio-
naarse regulaatoriga. On saadud piisavad tingimused objekti parameetrite omavektor-
hinnangute ja maksimaalse tõepärasuse hinnangute tugevaks konsistentsuseks. Tulemusi
on illustreeritud mõne simuleerimiseksperimendiga.

Ülle KOTTA

IDENTIFICATION OF LINEAR PROCESSES IN CLOSED LOOP

Despite the importance of closed-loop identification, most theoretical results on the
behavior of identification methods are not valid for systems operating in closed loop.
It is therefore of vital importance to know under what conditions it is actually possible
to obtain reliable identilication results for systems operating under closed-loop
conditions. The result of an identification experiment depends clearly on several
items: the system, the model structure, the identification method used, the experimental
conditions. In this paper two different identification methods the eigenvector method
and the maximum likelihood method are discussed. It is assumed that the system is
linear stationary single input- single output and that it is given as a difference equation
in the input and output signals. The feedback is assumed to be linear, time-invariant
and noise free. Results are obtained which determine sufficient conditions for strong
consistency of considered estimates of system parameters. In particular, it is shown
that the eigenvector estimates are consistent if there is at least n+ l delays in the
loop (where by n is denoted the system order) and maximum likelihood estimates are
consistent if there is at least one delay in the loop (either in the system or in the
regulator). The results are illustrated by a few simulation experiments.
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