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О МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИИ ВЕРОЯТНОСТИ

(Представлена Н. Алумяэ)

1. Рассматривается задача и а безусловный минимум функции вероят-
ности

v(x, to)=P[f{x, £)</о] (1)
в /г-мерном евклидовом пространстве R n

, где I случайный вектор со
значениями в пространстве R s

, действительная функция, опре-
деленная на произведении пространств R n XR s и число t 0 фиксировано.
Решение этой задачи каким-либо методом минимизации нелинейных
функций часто затруднительно (из-за сложных вычислений значений
функции v{x,to ) иее производных) или совсем невозможно (распреде-
ление вектора g неизвестно). В таких случаях приходится тем или иным
способом использовать значения (реализации) случайного вектора £.

Ниже предлагается один такой подход; для функции (1) на основа-
нии k реализаций вектора g строится дифференцируемая по перемен-
ной х оценка vk {x,t0 , £ь ... , £?.), и задача о минимуме функции (1)
заменяется задачей минимизации функции Vk{x,to, , Ih). Для
обоснования такого метода надо выяснить, при каких условиях и с
какой вероятностью оценка ик {х,(0,^ь ... ,

£/г ) имеет по х точку ло-
кального минимума *ft*(|i, ... ,

\h) , получить оценку вероятности
ошибки П[\\х'" хьЩи ... , где х* точка локального
минимума функции (1), и установить условия, при которых хк ...

. . .
, 1к) сходится по вероятности к х*.

Для решения этих вопросов нам понадобится следующая
Теорема 1 [*]. Пусть Я(х) и h{x,l) действительные функции,

определенные на пространствах R n и Rn XRs соответственно, и пусть
выполнены следующие условия.
1. Задача

min Я (х)
x^Rn

имеет точку локального минимума х*.
2. Матрица вторых производных П" (xv

) положительно определена ,

т. е. при каждом и е R n

М> 0.
3. Функция h{x, ■!) дважды дифференцируема по х для почти всех
l^Rs и \\Н"хх {х\l) h"xx {x2

,
|) || L(l) Их 1 х2 || для всех x\x2 (=R n

.

4. EL(l) и a2 [L(fe)] конечны.
5. Eh{x,l) = Н(х), Eh'x [x\l) = И'(х*) и Eh"xx [x*,l) = Н"(х*).
6. E\\h" xx (x\l) -Н"(х*)\\ 2 и o'2 [h'Xt (x*,l)], i= 1.2, .... л, конечны.
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Если существуют постоянные бь б 2, О<с6l < М, б 2 > О такие , что
выражение

р(6„ б 2 ) =l -—m"x(x\ |) -н"{х*) ip-
-1 '

- [EL (s) +6z] 2ä °4h
*‘

(x*’ s) ] - i'"2[L '(E): l
положительно, то существует измеримое множество SB(6i, öo) R s

такое, что
1) при ge3S(6i, б 2 ) задача

min h (х, I)
зсеЛ л

имеет локальное решение х*(£),

2) Л[®(бl .62 )]>р(ol .в2 ),

3) P[||x*-je*(g)||,<e и |е®(б,.62)]>

>Р(Ь" e.(iH-8.)« j,O (**’ |)]

сПя любого е > О.
Не останавливаясь на тонкостях аналитического характера, в даль-

нейшем будем предполагать, что условия, достаточные для измеримости,
интегрируемости и дифференцируемости по параметру под знаком инте-
грала (математического ожидания) встречающихся выражений, выпол-
нены.
2. Рассмотрим задачу

minü(*, to). (2)
xeRn

При каждом векторе х функция от t
v{x,t)=P[f{x,l)<fl (3)

является функцией распределения случайной величины f{x,l). Пусть
ёь ... ,Ih независимые случайные векторы, распределения кото-
рых совпадают с распределением вектора |. Тогда f{x, |i),

... , f{x, lk)
независимые случайные величины с распределением v {х, t) .
Воспользовавшись для построения дифференцируемой по х оценки

Vk{x,to,h, ... ,
lk) функции v{x,to) результатом Е. Парзена [2 ] об

оценивании плотности вероятности, получим
to

V„ (X. и,1и...,Ы=—2 j ~)dt, (4)
ji==l —,OO

где
h =h{k), \\mh{k)—o, \\mkh{k) = 00.

k~+<oo k~*o о

Дифференцируемая функция действительной переменной К (у) удов-
летворяет условиям
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oo
1) JK{y)dy= 1,

—oo

oo oo

2) JyK(y)dy=o, Jy*\K(y)\dy<oo.
■—'OO -—'OO

Для выяснения свойств оценки (4) докажем следующие леммы.
Лемма 1. Если функция f(x, |) дважды дифференцируема по х для
почти всех | и производная по х вектор-функции g {х, h, |) =

=—f'x [x, Х’ удовлетворяет условию Липшица
Hg'xf*1

, h, |) g'x(x2
, h, |)H C{h, DH* 1 x2 ||, то и оценка

... , 'lk) дважды дифференцируема no x для почти всех
li, ..., ih и v"hxx {x,to, |i, ... , lk) удовлетворяет условию Липшица

\\v"xx {x\ to, gi, ■..., lh) v"hxx {x2
, to, |i. .... lk) 11

j=l

Доказательство этой леммы очевидно.
Лемма 2. Пусть функция К (у) удовлетворяет условиям 1) и 2), мно-
жество Sd R n и для всех хеs выполнены условия
а) f(*, g) дифференцируема по I и f'i(x,l) ф 0 для почти всех
б) и {х, t) дважды дифференцируема по х при t = tO , трижды диффе-
ренцируема по t, а сф{х, t) дважды дифференцируема по х, причем
\\v"tt{x, t)\\, \\v"'ttx{x, t)\\ и \\viy ttxx {x, t) || ограничены для t(=R [ .

Тогда при k oo

Evk {x, to, li, lk)~+v{x,t o),

Ev kx (x, to, li, •••>’ g&) e x {x, to)
и

Eu"hxx (*» *O, Eb .. . , Ы-»- Kx (*»

равномерно на множестве S.
Доказательство. По теореме 108 [ 3 ]

v{x,t)=P[f{x,l)<t]= J p{l)dl=
{I -f(x,l)<t)

t

=Jdx J if dSx.x, где поверхность SX)X == (|; f{x, |) =x}
_oo s П S/ И

x,x
и p{l) плотность распределения вектора |. Отсюда следует

v',(x,t)= J|Гг(;с|) ||
dS,,x.

°t.x

Выражения для остальных производных, перечисленных в предположе-
ниях леммы, далее не используются. Заметим только, что выражение
для производной v'x {x,to) найдено в [ 4 ], остальные производные вы-
числяются аналогично.

Учитывая, что предположения теорем 77 и 108 [ 3 ] выполнены, вычис-
лим теперь

2*
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to

ЕМк, to, I, M=-JT fP(Ddil -')
Rs ь-оо

=t'] dt IK {—t~)р(№=
—ioo Rs

t 0 CO

T,X

to 00 to CO

=~h J f ) v't ( x> T )^T — fdt JK{z)v't{x,t —hz)dz.
—OO —'OO >—,oo ■—oo

По формуле Тейлора
v' t {x, t hz ) = o'* (*, f) v"n {x, t) hz-\-

+-7jr vut (xJ Qdiz) (/iz) 2
, O<oi< 1,

и с учетом свойств l) и 2) функции К (у) получаем

Evk {x, to, |i, |Ä ) =v{x, /o )+ц—/12 JK{z)z2v''t {x,to —@lhz)dz. (6)
»—OO

Аналогично, так как в силу (5)
to °о

Ev'hx {x, to, |i, Ih)— Jdt JK{z)v" x {x, t hz)dz,
—'OO —OO

10 00

Ev "

kxx (*> U, li, ..., lk) =Jdt jК (z) v"'xx {x, t hz) dz
—'OO •—OO

ii по формуле Тейлора

v"tx {x, t hz)=v"x {x,t) ü't"x {x,t)hz+—vlV
tx {x, t @2hz) ( hz ) 2

,

V ZAX ’
/)-С(^) /12+УшиК t-@shz) {hz) 2

,

O<o2<l, o<@3< 1,
то

oo
Eu' hx {x, tO , |i, |ft) =v'x {x, t0 )-\-h2 fK{z)z 2v'"x {x, toQ2hz)dz (7)

�—oo

и
oo

Ev "hXX
(*» /o > •• • > = v"xx ( x > *0) H—2" A 2 f K ( z) 22ü!L (x > 03/lz )

—*oo

(8)
Из выражений (6) (8) следует утверждение леммы.
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Лемма 3. Пусть
а) выполнены условия леммы 1;
б) задача (2) имеет точку локального минимума х* и uT v"xx {x*, t 0) и

М||ц|| 2, М> 0, для любого и е Rn \

в) выполнены условия леммы 2, где множество S некоторая окрест-
ность точки **;

г) при некотором бО О EC{h , >|) с для всех \h\ б. Тогда для лю-
бого фиксированного числа у, О < у <б М, существует k { такое, что за-
дача

min Ev h {x, to, |i, .. ~ Ih) (9)
xeRn

имеет при k> k { локальное решение Xh , причем

“T£t,/ftx*K» to ’ w^4^-y)|| B || 2 (io)

для любого вектора и R n
.

Доказательство. Так как ** точка локального минимума за-
дачи (2), то v'x {x*,to) =0 и уравнение

Eu'hx{x, tO ,
| ь .. ~ Ih) =0 (11)

можно представить в виде

Еи"кхх {х*, to, h, . .., lk) {x x*) = v'x {x*, t 0)

Ev'kx {x*, to, h, ..., lk) r{x x*), (12)
где

r{x x*)=Ev'kx {x, tO , li, ..., lk) Ev'hx {x*, tO , h, ..., Ih)
~~Ev hXX

(x*’ to ’ •• • > Sft)- (13)

Согласно лемме 2 [б ], уравнение (12) имеет решение х;б х*, если при
некоторых постоянных С\, с 2

а) || [Ev"kxx {x*, to, li, ..., |ft)]-l lKc i,

б) r(0)=0 и 1\r'{x x*) il 2 l|x rll,

в) \\v' x {x*,to) Ev'kx {x*, tO, h, ..., lk) II l/4ci c2,

причем \\Xk* x*\\ Ci\\v' x (x*, t 0) Ey'hx {x*, tO , h, ..., lk) Il -
По лемме 2 для любого у > 0 найдется &ц = &ц(у) такое, что при

k > k n
\\Ev" xx {x*, to, li, lh) v"xx {x\ to) || <у,

откуда в силу предположений леммы следует \\Ev"h XX{x*
,

tO ,
••

•

••
•

, lk) il M—у. Из последнего неравенства получим, что

uTEv"hxx (**, to, li, .. ~ Ih) (M —у) || all 2

для любого и e R n
.

Таким образом, при kТ> k n матрица
Е v"hXX {x*,to, |i, ...

, lk) положительно определена, следовательно, су-
ществует обратная к ней матрица и

W[Ev"hxx {x\ to, li, ..., ЫШ^ДДМ-у).
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Если число k\ 2 таково, что 1/г | <1 ö при kT> к\ч, то с помощью
леммы 1 из (13) получим ||г'{х х*) || = \\Ее"кхх {х, tO , | ь ... , lk)

Еи"хх (х*, to, h, ..., |ft)l|<£|l v"xx {x, to, U, ..., IE)

2C{h, &
~Vhxx(X*’ to > si. ы IKE 3" 1 -\\x X*\\ =

=EC{h,l)\\x \\x x*\\
при kT> k[2- Из (13) вытекает еще, что r( 0) =O.

По лемме 2 найдется & 13 такое, что при & > & 13 \\Ev /

hx {x*, tO , £ ь ...

... , lk) — v'x {x*, 4)11 (M. — y) 2/4c. Следовательно, при k>ku k\
= max [ku, k\2, k\ 3\, по лемме 2 [®] уравнение (12) имеет решение
Xk* x*, для которого верно

И*д **lK^-

1
_- 11р*(**. to) Ev'hx {x*, to, li, ..., ЫН- (I 4)

Другими словами, необходимое условие минимума задачи (9) выпол-
нено в точке хк *. Покажем, что выполнено и достаточное условие
матрица Ev" hxx {xh До, Еь , Ъ) положительно определена.'

Поскольку u?Ev"hxx {x\ to, l\, ... , (M —у) ||«|| 2 и

I иТ [£СК> to ’ &»•••. &)— Ev 'Lx ix*> to* ь> •••.

to ’ •••. lb) Ev"xx {x*, to, h, ..., £ft)HN| 2<

< c Ц** —x* || Nl 2< [с/ (M —у)] || v'x {x*, to) Ev'hx {x*, tO , h, ...

•• •, lk) II Nl [{M- y)/4] Nl 2< (M -y) Nl 2

при k T> k\, то получаем, что
uTEv

kxx (x k> /o > ši’ •• • > Eft)M=MT£üJiße
(x*, /о, li, .... Ih)E+

+uTEvhxx К »&»■••» &)u W*Ev"xx {x*, tO , h, ..., lh)u^z

>-|-(A( y) ||и|| 2
.

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм I—3.1 —3. Пусть, кроме того,

E\\g'x{x,h,l)-Eg'x {x,h,l)\\^A\

U о2[gi{x,h,l)]^B2

г=l

U

o2 [C{h,l)]^C*
для всех х Нп и /геЛ* 1, ( /г j б, где gi{x,h , g) г-й компонент
вектор-функции g{x, h, 1).

Тогда при любых постоянных у, õi и б 2 , o<у < М, o<6i <

■< 3 (М 6i)/4, б 2 !> 0 и для достаточно больших k существует мно-
жество 33{k, у, б ь б2 ) SRs X••• X Rs такое, что

S V *

k
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1) если (|i, ... , lk) e s-ö(6, у, B\, б 2), то задача
min Vh{x, tO , |i, ...,

|Ä ) (16)
X^R n

имеет локальное решение Xu* (|ь ... , |/{ ),

2) P[£(£,y, бь 62 )]>p(£,y, 61, ö 2 ),

3) P[ll** ft (|i, |ä) JC*|| <e и (li, ..., £fc )eSß(Ä, y, õb ö 2)]>

AB 2
Õb 6z) “ 6e2{ [3 (M —у ) /4] 61} 2 ’

где
.. . ... 1 M! . 16(C+62 ) 2B 2 , C2 \

P( ,Y.61,Õ 2 ) k \ 6 2+|[3(M _Y )/4]__ õl }4+ ö2/
положительное число.
Доказательство. Для задач (9) и (16) применима теорема 1. Дей-
ствительно, условия 1 и 2 этой теоремы выполняются в силу леммы 3,
а условия 3 и 4 в силу предположений данной теоремы и леммы 1.
Остается доказать, что E\\v" hxx {xh

*

, to, | ь ..., |Д Ev"hxx{Xh*, tO , | ь •..
... , |л) II 2 и o2 [vr

hxt {xk *, tO , |i, ... , |ft)] конечны. Вычисляем
<«> li <0- i»)ll~

■=4r £|| i? [«'-(**»> к ы]п2^
j—l

1 ft- И 2

JŠllg'*K. h> b) Eg'x {x*h ,
h, |,-)|| 2<— .

j=l

M

Аналогично получаем, что 2 [Е>'/ш(**
(

. Ai, I, Таким

, . . ,
, Г , Л2 16(c+õ2 ) 2B 2 ,С2 1образом, если k> k 2, fe=max[*., J’ ™

теорема 1 гарантирует существование множества %s{k, у, бь б2 ) такого,
что при (|ь ... , lk) еäi {k, у, бь б 2 ) задача (16) имеет точку локаль-
ного минимума Xk*{h> ••• > |а) и

р[.ll** (|i, ..., |ft) <ll <4- и (Si. •••> ift)eaS(Ä,y, õi, 62)]
4Б 2

>p{k, Y, 61, 62 )
2 1(3 (AA- y) /4] õi} 2

для любого e> О, где p{k, у, õi, ö 2 ) =

f 1 /Л 2 - 16(c-1-ö2) 2P 3 , C 2 \
= 1 —4————-—■■■— положительное число.

k U;r ,{[3(M-y)/4]-6i}4t 65/ .

По лемме 2 найдется &3 такое, что при k>> k 3 \[Еа\х {х*, tO , |ь ...

... , lk) v'x (x*,t0 ) II < e(M у)/2, откуда с помощью неравенства
(14) получим, что при k>» шах [ku k3 ]
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к -x*\\<e/2. (18)

По (17) и (18) при k > max [ku k 2, k3 ] верно
■P[\\X\ (11, ..., Ih) а*||<B и (11, ..., |ft)e&(£, y, Öi, 62)]>

(19)
Y, 6i, 6 2 ) A E2{[3(yH -у-) /4] б,} 2 '

Теорема доказана.
Следствие. Если k-+oo, то P[%s{k, у, 6i, 62) ] 1, а также
P[\\Xh*Xli, ■■■ , Ы —х*\\ <еи Ци ... , lk) <= Щк, у, б ь б 2 ) ] 1.
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Ebu TAMM

TÕENÄOSUSFUNKTSIOONI MI NIMEERIM I SEST

On vaadeldud ülesannet min v{x,to), kus v{x, t 0) =P[f (x, |) <T O]- Juhusliku vektori g
s:eH"

realisatsioonide gi, ..., gk alusel on konstrueeritud funktsioonile v(x,to ) kaks korda x
järgi diferentseeruv hinnang Vh{x, t O, £i, ..., gk) ning leitud alumised tõkked tõenäosus-
tele, et 1) ülesandel min Vk(x, tO , gb ..., | u) on olemas lokaalne lahend Xk*{šu •••

аей"
... ,gu) ja 2) (li, ..., Is) — х*]|<б, kus x* on ülesande min v(x,to ) lokaalne

XG=Rn

lahend. Leitud tõkete väärtused lähenevad ühele, kui k->oo.

Ebu TAMM

ON MINIMIZATION OF THE PROBABILITY FUNCTION

The problem of minimizing the probability function v (x, t 0) =P[f (x, g) <f0] in n-
dimensional Euclidean space R n is considered, where | is a s-dimensional random
vector and the real number t 0 is fixed. Let x* eRn be a local solution of this
problem. Basing on k random independent realizations of the random vector g, a

to
i h /'

twice differentiable in x estimate Vk{x, tO, |i, •••. |ь) = / К —' Idt
kh J \ h /

3=4
of the function v{x,to) is introduced. Here the sequence h h{k) and the function
K{y) satisfy certain conditions. If k is large enough, then under the assumptions given
in the article, the problem min Vk{x, tO, | b ..., has a local sõlution with positive
probability. It is shown that if £->-00, then the probabilities of the random events
1) «the problem min Vh{x, tO ,

|b ...,
gk) has a local solution хь*(|ь ..., |ь)» and

гс ей»
2) «||xä*(|i, |fe)—x*|l<e» tend to 1,
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