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( Представлена А. Ху малом)

1. Пусть** А ( anh ) и л = (.Ап), где o<An f. Последовательность
а (|fe) называется регулярно к если

Иш ,Ап ( —
== 0, (1 )

п h

и сильно в степени г >■ 0 (коротко [Л х ]г-суммируемой)
к если

limAnJ^ \anh \life ll r =o. (2)
n k

При An =0(1) (наир., при X n = 1) переходит в
Л-суммируемость, а [ЛД ? -суммируемость в |[Л]г-суммируемость. От-
метим, что при 0 <. г' О г из [Л Д ?.-суммируемости последовательности
а к I следует ее [Л 1 к £, если метод Л регулярен.
Действительно, в силу неравенства Гёльдера имеем

К2 I anh 11Ih I \r
'

< {JJ I ank 1w(r-1) i-rvr (a; 2J I Unk 11lk 1 1?-) r'/r
,

h h h

откуда ввиду регулярности метода Л, неравенства г j {г —г7) > 1 и ра-
венства (2) вытекает ;|[Л х ]/-суммируемость последовательности а к %.

Если апо аш + —l,то из (2) при г 1 следует (1), т. е. из
г-суммируемости последовательности а при г 1 следует ее

к тому же значению.
Рассмотрим ортогональный ряд

f == S б!пфп (3)
с 2 а п2 < оо, где (<рп ) система действительных функций, ортонор-
мальная на заданном множестве X по некоторой положительной сг-адди-
тивной мере р, a f вещественно-значная функция, определенная
почти всюду (п. в.) на X, к которой ряд 2 а пср п сходится в пространстве

* Это посмертная статья Г. Кангро, подготовленная на основе оставшихся
заметок к печати его учениками С. Бароном и Э. Юримяэ.

** Свободные индексы и индексы пробегают все целочисленные
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L 2p, (согласно теореме Рисса—Фишера). Возникает следующая про-
блема: при каких условиях, наложенных на метод А и скорость сумми-
руемости X, из Несуммируемости п. в,- ряда (3) следует его [НДг-сум-
мируемость и. в.?

Поставленная проблема рассматривалась в ![*] для метода Валле-
Пуссена, в [2 ] для метода Чезаро (С, а) и в [ 3 ] для методов класса Ар.
Ниже доказывается общая теорема, из которой можно вывести резуль-
таты работ [ l_3 ], а также многие результаты, относящиеся к сильной
суммируемости без скорости (т. е. к случаю Хп —1). Предварительно
докажем несколько лемм.
2. Для регулярного метода суммирования А = {апь) введем обо-
значения

k oo

Ank == JŽj I Q-nv I > C^l CLnv . (4)
v=o v=h

В дальнейшем предполагается выполнение условия
== 1 > (5)

k

которое имеет место для всех практически важных методов суммиро-
вания. Из (5) в силу (4) вытекает

I 1 Ctn/t I nk, (6)
причем ввиду регулярности метода А имеем

Ank=o{ 1). (7)
При О O<С 1 справедливо неравенство (см. [ 4 ], с. 5)

I 1 .1 0 Л l-е .
,j&пк JАпк ~{Ank An,k—l) >

где х= к (п) наименьшее значение индекса k, при котором а пи Ф О
(или A n h ф 0). Отсюда в силу (7) следует

п

2\anh\Ank=o{\), О<o<l. (8)
k=K

Наконец, обозначим

Sh == CL\ф\’> Gri == 'Ф' ftnhSh)
k

где ввиду регулярности метода А ряды а п сходятся в прост-
ранстве L 2^.

Лемма 1. Из условий ***

1° 'ScSiXk <оо,
к

2° XnAnh=o (Xh) при некотором 0 0< i,
2(i-e)

3° =0 (1),
o?г

*** Условие 2° при 0е (0, 1) достаточно (а при некоторых ограничениях на ве-
личины Л „ft и необходимо) для того, чтобы треугольный регулярный метод А сохранял

(см. [ 4 ], с. 5).
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Сильная суммируемость ортогональных рядов со скоростью 3

4° 2,~-=0( i),
n<k P n

где (3 7i некоторые положительные числа, вытекает

2
/ (tfn Sn) • (9)

n Pn ft

Доказательство. Применяя преобразование Абеля
m m—l

Unkaktyk— o!пкsй,-1-СХ7гтоs те)
ft=o й=o

в силу регулярности метода Л и сходимости последовательности (зь) в
L 2р, получаем

JŽj ankS)i,
k к

где ряд в левой части равенства сходится в L Следовательно,
Gn Sn == GnkGktyk a^фй =

к k^n

= {а-nk —1) алфАтЬ апкакЩ-
к<:П к>п

После почленного интегрирования, допустимого ввиду слабой сходимо-
сти последнего ряда в L2

Ц , находим

J {Gn $п) 2 dp,= {a-nk —1 ) ahhOk ,

k>n

откуда после умножения на (Яп/Рп) 2 и замены порядка суммирования
получаем

пРп к I п ft> o n<k Р п

или, имея в виду (6) и условия 2°—4°,

,2 - 2
S J =

п к ‘ п к> О ' п

=o(l)^?а|Ч-
ft

Применяя лемму Фату к последовательности

(д; о*-*о г).

в силу условия 1° получаем (9).
Лемма 2. Из условий 1°—4° леммы 1 и условия

5° ankph=o{\)A* h, o<р<l,
1*
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следует
/( sup^n-5J |fl„ft| I aft s ft I r ) 2lr d[i=o(1) 2; aJXj (10)

n h ft

при 0 < r sc; 2, r < (30- 1.

Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи г< 2 и г= 2.
1) Если г <С 2, то, применяя к ряду

I I II | i «nfe I |3fe j Oft Sft j 7-S K*l |ö„
ft ft A ft Pft

неравенство Гёльдера при 5 = 2/(2 — г) иt = 2/г, получаем

2?|а»И пг—) [2 г ) , (П)
к ' ft /Ъ А ft Pft

где и = rsJ2 s— 1. Из условий 2°, 5° и },п f следует

ft ft ft /l ft

=o(i)[i|anft | л;г гв) з- I а»» и»š j■'*.
ft=x ft>n

где к = х{п) наименьшее значение индекса k, при котором an h ФO.
В квадратных скобках обе суммы ограничены при 6 (5/2 ввиду (7), а
при 0 > (5/2 ввиду (8), так как (в силу неравенства 0 <С (s jr)

О<«.(2o - р) <—(^- p) =|3sS 1.

Тем самым из (11) следует

кп 2 К*| | № -ss |'=o(i)(^;M£ip£iL2 )"2
. (12)

ft ft P fe

откуда при помощи леммы 1 и получается (10).
2) Покажем, что условие (12) выполнено и при г— 2. Действи-

тельно, поскольку при г = 2 имеет место неравенство 0 < (3/2, то из
условий 5° и 2° вытекает

I " --I —о (1) ( л S12 )
2
= о ( 1).

К ' Aft /

Следовательно,

„ , х-м „
I|

_
„ip 'srr^7l ! °nh I I°h Sh I 2

hn 2j \ ank\ I aft sft I*-——
••

о
ft ft Aft P fe

=0(1) Д? - -E,
ft Pft
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что и доказывает справедливость соотношения (12), а вместе с тем и
соотношения (10) —также при г = 2.

Лемма доказана.
Примечание 1. Из доказательства леммы 2 следует, что если

А = (а Пк) верхняя треугольная матрица (т. е. если anh = 0 при
k <С. п), то условие 5° в лемме 2 можно заменить более слабым усло-
вием anhsh 0(1).

Лемма 3. Пусть **** Хп Ф 0(1). Если метод А сохраняет ограни-
ченность ***** и выполнено условие 2° леммы 1, то при О <С р < (30-1

матрица

(лп | ank | Xjt )

сохраняет класс нуль-последовательностей.
Доказательство. Нам надо доказать, что из условий леммы 3

вытекают условия (см. [ lo ], с. 17)

Игл Хпйпк=o, Хп \anh \/Kk =0(1). (13)
п k

Пусть число s удовлетворяет условию
/7<s<рo- 1.

Из условия 2° леммы 1 получаем

С4&=0(1)Д,
где 0 05 <7 1, ибо (5 1. Поскольку выполнено условие (7), то со-
гласно (8) имеем

П I &nh I п I ап ъ I
h=y. fe=x nh

откуда ввиду p < sи kn f oo (и, значит, X n p~s -+■ 0) при помощи (7) сле-
дуют условия (13).

Лемма доказана.
Лемма А. Из условий 1°—4° леммы 1 и условия 5° леммы 2 с

р = 1 вытекает

MmXnJŽ\ anh\ \ok s/i| r=o п.в. (14)
n h

при 0< г 2, г < 0- 1
.

Доказательство. Ввиду условия 1° соответственно каждому
числу е 7> 0 найдется натуральное число N такое, что

( 15)

h>N

Обозначив
,

_

[elk, —I 0’
k ~~ 10, k>N, Ck~\ ah , k>N,

находим, что ah = b h -f- ch и, следовательно,

Если An = 0(1), то утверждение леммы имеет место, когда метод А регу-
лярен.

***** Следовательно (см. [ lo ], теорема 2.2), метод А удовлетворяет условию (7),
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Sh Sh{b)-\-Sh{c) , On —on {b) -\-0n (c) ,

где

Sh{b)=2jbv<-Pv, an {b) =^an hSh{b).
h

В силу неравенства | и -}- v\ r 2r (\ и \ r -f- | v | r) имеем

hr
n J£\anh\\ok sk \ r^2r[A n {b)+An{c)], (16)

h

где

An {b)=kr
n JS 1 an h\ 10h{b)~s h {b) \r .

k

Достаточно показать, что

limA n {b) =O, ИшЛ п (с) =0 п. в.
п п

При k ~> N ъ силу (5) и определения Ьи находим

Oh{b) s h {b) = ftvSv(6) + ahv s N {b) sN {b) =
v>iV

= 2j ahx[Sv{b) SN {b)],

откуда при помощи первого из условий (13), взяв в нем р = 1, ввиду
0- 1 >• 1 получаем

limÄ*[(Tfc(b) —Sä(6)]=o.
k

Отсюда па основе леммы 3 следует
ПтА п (Ь)=O. (17)

п

Pis условий 1°—5° согласно лемме 2 и условию (15) вытекает

/ [sup Л^г (с) ] az
h X2

h <iMe 3 (18)
п П

h>N

при 0< г 2, г < 0-1
, где М некоторая постоянная. Из (18) сле-

дует

Игл А^ г {с) >е} (19)
п п

Действительно, если бы имело место неравенство

|х: lim А^г {с) >е} >Ме,
п

то тем более

р{7: [supH^ r (c)] 2>82]}>M e
П

и, следовательно,
/ [supH^c)] 2^i>Me3

П

что противоречит неравенству (18),
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При произвольном фиксированном Ö > 0 имеем

{/: \imA&{c)>o} cz U { t: lim A\lr {c) >-|-},
пп z }

откуда ввиду (19)

ji{/: >o)^^7l4^=7l4o
71 z ‘

и при õ-> О

11тЛ п (с)=0 и. в. (20)
П

Из (16) в силу (17) и (20) следует (14).
Лемма доказана.
Пр имечание 2. Если А= (a nk) верхняя треугольная матри-

ца, то ввиду примечания 1 условие 5° можно заменить более слабым
условием cink (3/г = 0(1).
3. Следующая теорема дает ответ на поставленную в п. 1 проблему.

Теорема. Если регулярный метод суммирования А {а пЕ) при
условии (5) и скорость 7 = (Хп ) сo■< Хп f удовлетворяют условиям
П—s°, то из регулярной А 1-суммируемости п. в. ряда (3) к функции fследует его {Ах \г-суммируемость п. в. кf, если О<С г 2, г < О -1 .

Доказательство. Имеем

К2J |fl»fc| \sk f\ r šC2W
n ž\anh I \sh cTfe| r,+2ar

n \ anh\ \ok f\r
,

h k h

где первый член в правой части неравенства стремится к нулю п. в. со-
гласно лемме 4, а второй член согласно лемме 3, поскольку
Aft|(Tfe f |, по предположению, стремится к нулю п. в.

При 'Кп =. 1 из теоремы при 0 = 0 получается следующее следствие
(относительно условия в) см. примечания 1 и 2).

Следствие. Если регулярный метод суммирования А=. (а пи)
при условии (5) удовлетворяет условиям

а)
Р ,г

б) u4r=o(D,
n<k Рп

в) anhsk=o{ 1)
при некоторых (З п > 0, то из А-суммируемости п. в. ряда (3) с 2 аь 2 <С
<С оо к функции f следует его \[А]г-суммируемость п. в. к f, если
О < г 2.

Следствие содержит известные, результаты для методов арифмети-
ческих средних [ 5 - 6 ], взвешенных средних Рисса (R,p n ) i[ 7 - B ], Валле-
Пуссена****** {V, а,г ) [ 9 ]. Выполнение условий а) —в) проверяется
просто, если положить (Гг = п А~ 1, Рп/Рп, а, г соответственно.

****** Оказывается, что для метода арифметических средних и метода Валдр-
Пуссена имеет место даже очень сильная суммируемость,
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G. KANGRO

ORTOGONAALRIDADE TUGEV SUMMEERUVUS KIIRUSEGA

Olgu A—{a nh) ja X=(Xk), kus o<Xk f. Jada x= (|ь) nimetatakse regulaarselt
arvuks |, kui х täidab tingimust (1) ning astmega r>o tugevalt
(lühidalt [A^] r -summeeruvaks) arvuks g, kui x rahuldab tingimust

(2). On tõestatud, et kui seost (5) rahuldava regulaarse menetluse Л ja kiiruse X puhul
on täidetud tingimused 1°—s°, siis reaalse ortogonaalrea (3) regulaarsest
vusest peaaegu kõikjal funktsiooniks f järeldub selle rea [Л^-J r -summeeruvus samaks
funktsiooniks peaaegu kõikjal r<0-1 korral.

I G. KANGRO

THE STRONG SUMMABILITY OF ORTHOGONAL SERIES WITH SPEED

Let A—{a n h) and X== (Xk), where o<.Xk f. The sequence x—{\k) is called regularly
to £ if x satisfies the condition (1). The sequence x is called strongly
(briefly [/UJ r -summable) to | with the degree r> o, if for x the condition

(2) is fulfilled.
It is proved: If A is a regular method with (5) and I°—s° are satisfied, then the real

orthogonal series (3) is almost everywhere to the function f for
r<o-‘, if (3) is regularly almost everywhere to the same f.
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