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МЕТОД АГРЕГАЦИИ ДЛЯ ОПТИМАЛЬНОГО СИНТЕЗА
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С КВАДРАТИЧНЫМИ

И ЛИНЕЙНЫМИ ИНВАРИАНТАМИ

Рассматривается задача оптимального синтеза «-мерной нелинейной динамической
системы с инвариантами, про изводящими постоянно положительные квадратичные
формы w2{x, Я*) ранга р (р-агрегаты). Исследуется вопрос о выборе оптимальных
постоянных Я 1

* линейной агрегации [ li2 ] с целью минимизации параметров близости
заданного множества цели и стационарного подпространства агрегата максимального
ранга Pi.. Методом одномерной ш-агрегации, использующим оптимальный агрегат
w (х, аl *) , получено решение задачи синтеза для рассматриваемых критериев качества
и ограничений на управление. Результаты иллюстрируются на примере оптимального
синтеза норм-инвариантных систем.

1. Рассмотрим динамическую систему

где множество допустимых управлений Q = (м(/)} составляют кусоч-
но-непрерывные u{t) с компактной, регулярной и замкнутой относитель-
но нуля областью значений to, заданной неравенством

Условия существования, единственности и продолжаемости
решения x{t,xo) при mgQ, x0 = x{to )<=En для системы (1.1), (1.2)
предполагаются выполненными (t 0 t <; oo).

Допустим, что система (1.1) при и == 0 имеет с? независимых инва-
риантов вещественных квадратичных форм hk{x) = соотве-

т-2ствующих известным линейным инвариантам hs=lß{x) {k=\,2, d)
и квадрикам /га=х*Яах(/р = /ps xs,

/Ps= const, a—A,d u B=di +

n — 1. Здесь и ниже используются обозначения
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*■=/(*)+/4*.“) (/ еЕ\ |х|<оо, и(= 03, , (1.1)
x=(xs)*, и={иа )*, f={fs)*, fl={fl

s
)* ( s—\,n; а=\,гфп),

f (0) =O, и) =/r(x, 0) =O,
f{x)czCi, (xe£ n

, üecüc£r ),

g{u, х) const (q°>o, g{u,x)dCi на ErXEn
, иФ O), (1.2)

g(w, x) >O, ифО, g{au, x) =ag{u, x), a Gf 1
, u^O.

я*=р<«||, Ha яр=||/I Ф)|| a/=i,n), (1.3)
п

osbs=2asbs=a-b (tx= 1, ß= cf 1-|-l, d^.n—1).
S—l
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Предположим, что во множестве линейных -комбинаций

содержится p-положительный линейный агрегат £(А°), удовлетворяю-
щий условиям

при которых р собственных чисел а х а2 ар матрицы Я(Я0 )

положительны, а остальные п— р из них нули. Рассмотрение огра-
ничим невырожденным случаем существования у системы (1.1) хотя
бы одного щагрегата (1.5) (1

При d —2, р = п необходимые и достаточные условия для того,
чтобы связка (1.4) была н-агрегатом (1.5), выражаются следующей
теоремой Финслера [ 3> 4 ]: для того, чтобы для заданных квадратичных
форм h x {x), h2 {x) можно было составить определенно положительную
связку S (хДо) = h2 (x) — rk Qh x {x) >O, х ф 0, необходимо и достаточно,
чтобы форма h2 {x) была определенно положительной на многообразии
h\{x) =o,т.е. h2 > 0 при х 0, h x {x) =O.

Аналогичные условия существования определенно положительной на
линейном подпространстве L (m 0) =[х | lm {x) =o} связки 5 выража-
ются неравенством h2 ~> 0 при jcg {h x (х) =0 f| £(m 0 ) }, хФ 0,
m = 1, m 0 п 1.

Используя эквивалентность условий (1.5) и неравенств o<fli(Ä)^
й2 {Х) ар (Я), aß(A) = 0 (ß = p+ 1,/г), находим необходимые

и достаточные условия на А:

при которых система (1.1) с инвариантами hk{x) имеет (1.4) в каче-
стве р-агрегата (1.5).

АУ {Н) обозначает сумму главных диагональных миноров порядка у

(1.7)

Из (1.6) и (1.7) следует, что для существования одномерно поло-
жительной связки (1.4) необходимы и достаточны условия

На основании (1.8) заключаем, что система (1.1) с инвариантами
hk{x), все матрицы Hk которых имеют нулевой след (напр., кососим-
метрические), не имеют р-агрегатов (1.5). Этот вариант является вы-
рожденным.

В рассматриваемом случае множество векторов (А°(р)}, которым
соответствует р-агрегат (1.5), образуют в Ed выпуклый конус С 0 (р)
без вершины А= 0. Действительно, обозначим {п р)-мерные линей-
ные подпространства через Qi = Q (Ai (р)), Q 2 (A 2 (p)), Qo =Qi П Qz, где
h (Qi, Ai) = h (Q 2 , A 2) =O. Из неравенств

h{x,'k)='khhh{x)=x*H{'k)x (£=l,2, d^~n —1), (1.4)
k= (Xk) *

= Л e £d

h{X°) =/г(хД°) x^En
, (1.5)

rank H{\() )=p,

Л а(Я)>o, А р (Я)=o, (1.6)

а=\,р, ß =p-fI,H,

Лт= лм([и !2 ’ ,‘т ), Л,= IгЯ, /ln =det Н,
'Л. /2, .- •, /т '

Я —А&Я&, 1 ii ... <С fy, 1 sT; j1 jy, 1 у n.

A l =iT H=Xh tr Hk >-0, Äö{H) =0 (6 = 2, n). (1.8)
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находим, что для всех точек отрезка [МДг] размерность нулевого под-
пространства агрегата (1.9) не возрастает. Поэтому (А,°(р)} выпукло.
Его положительная однородность очевидна. Отсюда (А, 0 (р)} Сo {р).

Поставим задачу Х-максимизировать размерность положительного
подпространства связки (1.4). Эта задача равносильна А-минимизации
размерности дополнительного нулевого линейного подпространства
Q(X)= {х\ h{x, X) = o}. В силу (1.5) максимум по X функции ФД) =

П

= v при условиях Л I,п) равен max rank Я(Х)
v=i ä.

максимальной размерности р-агрегата (1.5). Он достигается на
V?ugCo(p*), где р* = шах Ф (А,) 1 при А у 0 для рассматриваемой
невырожденной задачи (Hi>o). Уравнения выпуклого конуса С o {р*),
образуемого решениями X* этой задачи, выражаются неравенствами
(1.6) при р= р* максимально допустимом числе положительных
аа {Х) (ар(А.) =o,а = 1, р*, ß = p*,-fl,w).

2. Так как в невырожденном случае dim С 0 1, то выбор ре-
шений X* задачи можно определить дополнительными условиями опти-
мальности по связки (1.4) из конуса С o (р*). При этом за
критерий оптимальности X* примем минимум некоторой меры близости
тривиального подпространства Q (X*) ={х \ h (А*) =. 0} р-агрегата (1.5)
и двух заданных однородных многообразий Q°, Q l , рассматриваемых
ниже.

2.1. Обозначим пересечение Q°==f|Q(X,) подпространств через

Q(X) = {x\h{x,X) o}, X g Ed . Непустое множество Q° замкнуто,
удовлетворяет уравнениям hk (x) = o{k =A,d п — 1) и является
однородным собственным многообразием в нетривиальном подслучае
0° ф 0 (р* < п). Исключим в этом подслучае тривиальный вариант
А*-линейной независимости квадрик hk {x) на Е п \Q°, где существует
в конусе С o {р*), для которого имеем

Тогда не существует I.еСо(рф при котором Q 0 часть любого
Q(X*) реализуется выбором X* (Q (X*) Ф Q°, Q° a Q(X*}). Мерой бли-
зости Q(X) кQ 0 будем считать число, равное /i= max Ri(y) , при

у
условиях

2где 2Ri=QkUh >O, уФO, o<C const = q& — различные весовые коэф-
фициенты. Из условий стационарности R\{y) при связях (2.1) в неосо-
бенном случае Хк Ф 0, k= 1 ,d, для определения множителей Лагран-
жа ц, V и соответствующего максимальному р*(А,) экстремального век-
тора г/°(|и*) получаем уравнения

h(( l — cl) Я2) — ah (A/i) l~(~(1 et)(X2) x<=Eo \Qo, (1.9)
h(x,U)> o, EÕ\Qi,Л (jc, Яа) >O, £„"\Q2 (o<а<l, £2

n =£”\,o)

h{x, А*) =X*khk {x) >O, х g En\Q°{k=l,d) .

Хкук =0, |i/j.= l {y={yk )*, k=\,d), (2.1)

ŽJxl (Qk— M')~ I,= 1,=0, (Qk —p)~ 2=l (v=t^=o), (2.2)
/i=i k=i

y°h =yh ill *)=v'kh ('Q k — H'*)“I (|bi*=e fc^>o,
£=M), (2.3)
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где р,* обозначает максимальный из корней (2.2) вида

который равен yd- 1 = max 2R x при условиях (2.1). Для решения задачи
у

достаточно минимизировать р*(А,) на Х*^Сo {р*).
В особенном случае (ЭЯь =0) задача минимизации по X* теряет

смысл в двух подслучаях из трех допустимых. В первом из них не-
сколько Хк =Ха =o(а= 1, а0 <d) и р* == max р а . Во втором d.= 2,

а
Ха =O, р* =ра (а 1 или 2). В третьем допустимом подслучае суще-
ствует несколько Xß ф 0 и лишь одно Xa = В последнем
подслучае, аналогично неособенному случаю, задача
меры близости сводится к поиску minp*(A*) на где

я.
*

Qd- ! <б р*(А,*) < Qd maxQß(ß ф а). Здесь после перенумерации имеем
ß

Рассмотрим преобразование Л, порожденное R l = diag(Qi, ... , Qd),
на подпространстве Q* = Q{X*) в неособенном случае Xh ФO, k =

= 1 ,d^Zn —1. Будем считать tr Л мерой 10 близости Q* к Q O . Ис-
пользуя (2.1) и (2.2), получаем равенства

Выражение (2.4) достигает минимума на С o {р*), если в конусе суще-
ствует экстремальное значение с направлением Х°

0
= аo,: |Я0.: | -1 =

d
= -FQ^' /2 (q 1- 2 ) *> для которого мера /0 имеет значение — Ql) ■k=i

2.2. Предположим, что множество цели Q 1 является {n s 2) -мер-
ным подпространством у Е п вида

Точки х0 51-мерного тривиального подпространства Q(A,«) р*-агре-
гата (1.5) удовлетворяют системе линейных уравнений

Перенумерацией получим

Рассмотрим сперва случай р*-\- s 2 п (s 2 s { ), для которого можно

2 ENSV ТА Toimetised. F * М-1 1978

Ql< и-l (2v) <O2<Ц2(Я) <.•
•

< Qd—l< P-d— l {X) <Qd,

=O, v 2 J; =l. (М=г/» =0).
B=2 öß Р B= 2 (öß tl ) Qß .Ll

/0= tг Tq = v =Qo — QftXfe|^| -2 (QO= JŽQk, k—\ ,d). (2.4)
7=l h= l

Су =O, С =||Спи 11 =const, rank C=s2, (2.5)

I^s2^/г —1, m=l,s2, i=l,n.

Нхо=o, Н= 1
= |IММИ. //i =II/zccjll (2.6)пг

(а= 1 ,р*\ i,j—\,n).

rank Н =rank Н у =р^^.п — 1,

#2= 1 pi ф-П — 1 (Bi=p*-(-l,n) .
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определить /2 однородную по X меру близости множеств Q 1 и Q(X*),
характеризующую угол между подпространствами Q l

, Q(X*).
Составим из Н(X*) и С вспомогательную блочную матрицу

Здесь Н0 обозначает субматрицу Н ранга р*, получаемую из Н выбо-
ром р* ее строк с наименьшими индексами ii, i2, ... , i , расположен-
ными в порядке их возрастания IsCЧ<б * 2 <

... <ip п (в частно-
сти, Но = Н\). Нормируя вектор-строки в (2.7), получаем матрицу

Обозначим через M(ß b ß 2, ... , ß Sl ) минор, полученный из р* первых
строк матрицы (2.8) добавлением п — р* строк из матрицы ||g°B

.|l
с сохранением их порядка р* 4- 1 ßi <ß2 <,. . <С B s,

р* + s 2. Та-
( s \

), каждый из них является однородной функ-s 2 /

цией X нулевой степени. Меру /2 угловой близости Q(X*), Q 1 определим
равенством

из которого следует нулевая однородность /2 . В качестве второго кри-
терия оптимальности выбора примем условие минимума параметра
(2.9) на конусе допустимых значений X*, соответствующих р*-агрегату
(1.5). Заметим, что / 2 (/,*) == 0, если строки С линейно зависят от строк
НO , когда Q (X*) с= Q l . При п=р* + s 2 из равенства (2.9) имеем 12 {Х*) =

= (detG 0) 2 . В общем случае р* ~\- s 2 п определим I 1 параметр
угловой близости Q(X*) и Q 1 следующим образом. Обозначим через
{уе}{е=\,п s 2) ортонорм а льную базу решений (2.5) {yei -ye 2 —O,
е х ф е2, \уе\ =1) • Составим сумму квадратов скалярных произведений
векторов ус, g°

a

1Критерием оптимальности X* будем считать минимум /2 на выпуклом
конусе Со(р*). Предположим, что в Сo (р *) из условий минимума пара-
метров вида (2.1), (2.4), (2.9), (2.10) методами нелинейного програм-
мирования получены практически достаточные приближенные значения
минимизирующих значений параметра агрегации Х\, которым соответ-
ствует р*-агрегат (1.5) с минимальной размерностью п— р* нулевого
подпространства. Назовем р*-агрегат (1.5) вида w2 (x) =h [х, Аф) опти-
мальным.

3. Рассмотрим задачу приведения x{t, х0 ) {хo — x{t o)) вдоль (1.1)
на подпространство Q 1A1*) при связи (1.2) и условии минимума интег-
рала

(3.1)

G= =Hgf V i|| (y=l,P*+s 2, i=\,n). (2.7)

G°= Hgvill, gvi=gyi{J£ gvi)-'k . (2.8)
2=l

m 2
h(\.)= 2M,(X.) (M s=M,(ß, ß.,)), (2.9)

s=l

il 0)= 'je {g°a-ye)4gl = {gli)*, G o=\\g°yi\\, у=\,p*-\-S2). (2ЛO)
a—l,e=l

и
F {и, jfo) J f(u, x)dx,

io
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где t 0 <7 t\ первый момент выполнения соотношения при
( t\ конечно или бесконечно). В этой задаче оптимального син-

теза множество цели является, очевидно, нуль-подпространством
Q (Я 1,) ={х j h (х, Я*) =o} при и= 0 инварианта h (х, ЯД w2 системы
(1.1). Переменная w удовлетворяет уравнению

I=Р*х, X=P*f\ Р*=Р~l = llpfill = const, s=\,p*, i, j=\,n, ,

где o<аДЯ*) положительные собственные числа матрицы Я(Я*),
P-матрица ортогонального преобразования Я(Я,*) к диагональному виду.
Предполагая, что существует достаточно гладкая функция Веллмана
s(х) == s][ш(х) ], имеем гамильтониан [5 > 6 ] вила

Допустим, что для S\ существует непрерывно дифференцируемая вне
w == 0 нектор-функция и°=и°(х), удовлетворяющая соотношениям

Предположим, что w(t) вдоль решений системы (1.1), замкнутой регу-
лятором и = и°{х), является в области ш>o определенно убывающей
функцией (Д&у<o при V At, tAt <i t\) . Последнее выполняется, в
частности, при условиях

если множество ko {x) = 0 не содержит положительных полутраекторий
вне гиперплоскости w{x)=?. О {0 <i N Е\ N = N {х 0 )

, хи{хo )ф 0). Ис-
пользуя результаты [5~7 ] с учетом допущений (3.3), (3.4), из условия
Aw <; 0 заключаем, что и°{х) является оптимальным по (3.1) регуля-
тором и делом рассмотренной задачи синтеза. Здесь для получения
выражения и°{х) можно с учетом свойств (1.2) проводить раздельную
минимизацию функции (3.3) на вспомогательных q, v управлениях
типа расстояние-направление

Это утверждение следует из условий (1.2), (3.6) и равенств

Для некоторых норм-автономных систем [8 > 9 ] экстремальные (для
(3.7)) значения v= v° не зависят от q и порождают граничный опти-
мальный регулятор

fo{u,x)czCi, x<=En
, и е со,

w,

= w-lOslsX s {l, и) , w=/=O, (3.2)

G{u,x,w,^)=fo{u,x)-\-^w-igo(u,x) {w=£ 0), (3.3)
ty = dSi/dw, go=aslsXs{l.u) (Xs (|, 0)=0),

si(o»)c=C, S I (w)c=C 1, w> 0 (1= (h)* P*x).

0= G {u°, x, w, ф) G (и, x, w, ф) (m, m°E(o), (3.4)
ф -1/о(ц°, x) c= Ci (хе£ п'ш =0).

Из (3.2) и (3.4) находим уравнение
w‘=w- lgo{u°, х) =—ф~l х) =ko{x) . (3.5)

\x{t, Xq] yx0 En w= 0,

Q g[u,x), O^q^q0
, v=g~ lu g(v,x) =l. (3.6)

inf G {и, х, w, ф) =min min min Gl
, (3.7)

wecü p v v p

Gl {q, v, x, w, ф) = G (qv, x, w, ф) .
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Обсуждение. Эффективность агрегации возрастает в случае за-
мены связки (1.4) на оптимальный агрегат вида 5(С) =h(хД*) +

+ cpylßly, С = ||CßV || = const (ß, у= d{ -j- 1, d), где постоянные опре-
деляются из условий минимума параметров вида (2.1), (2.4), (2.9),
(2.10). Заметим, что для некоторых динамических систем с аналити-
ческими инвариантами их приближения ha {x) и /р(х) в (1.3) являются
инвариантами соответствующей системы уравнений в вариациях. С дру-
гой стороны, рассмотрим неособенное преобразование q = q{x), q =

= {ys,za )*, ys =vs {x), Za = Wa(x) (s =l, m; a =l, n m), где
{!/} = Em , l/ = (l/s )*, V s дифференцируемые инварианты (1.1) при
и = 0. Тогда в новых переменных q имеем систему с т линейными ин-
вариантами ys, для которой применимы все рассуждения пи. I—3.

4. Пример. Рассмотрим динамическую систему

с оптимальным р*-агрегатом w2 {x)=h{x,Xl), который в переменных

1 = Сх = (zs,
уa)* (del С =/= 0, 5 = 1, р*, о = 1 , п р*) является суммой

квадратов (1 р* т)

Согласно (4.1) z-компонента I удовлетворяет системе

Предположим, что для системы (4.1) выполнены условия

Множество цели задано равенствами z=CiX =O, а критерий опти
мальности в задаче синтеза минимум функционала затрат типа вре
мени-им,пульса

при ограничениях |и| Qi, \и2 \ q2 . Из (4.2) (4.5) следует, что (4.1)
принадлежит классу систем, рассмотренных в п. 3. Выражения компо-
ненты оптимального регулятора и функции Веллмана имеют вид

Q =Q°, v o=v0 (x, Я()) , U° =Q°V° {}jp = dS\dw).

x'=f {х)-[-Аи, rank Л= сИт u= = dimx, (4.1)

f (0) =O, А =llflijll =const (i— l,/г; j=\,m)

р
*w 2 (х) =w2 (z) = z 2 = izj 2

,
(4.2)

S= l

I Clz= {zs)*= Clx, y= [ya)*= C2x, C= .
C-2

z-=Z{l)+ü ( Z = Clf{C-Ч), z(0) =0), (4.3)
v =Blul -\-B2u2=Bu, В = С ХА = ||ßi, В 2II,

u={uis ,u2r )* tii={uls )*, u2 ={u2r )* (r=p*-\- 1, tn) .

|u(= ]ßin i-|-B2«2|^Qi=: const, H<Q2 =const. (4.4)

Fi= f [ki{w)\v\+k2 {w)]dx,
0 (4.5)

Qiki (ш) -\-k2 (w) >O, k 2 0 {w= \ z\)

w
= ul -\-Q w-iz), Si{w) =min f {k t-\-Q-lk2 )dw,
11221 и 0

w=h'i*{x,Xi), z=CiX, |«J(O|<Q2.



Метод агрегации для оптимального синтеза . . 21

u\{t) — произвольная кусочно-непрерывная функция времени. Из урав-
нения w" = — Qi заключаем, что и°=(и°

1
, и\ )

* является оптимальным■ Is 2г'
по (4.5) регулятором z = в целом за минимальное
время 1 =^(0)q“ 1 .
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/. KEIS

AGREGATSIOONIMEETOD RUUT- JA LINEAARVARIANTIDEGA DÜNAAMILISTE
SÜSTEEMIDE OPTIMAALSEKS SÜNTEESIKS

On vaadeldud п-mõõtmelise mittelineaarse dünaamilise süsteemi optimaalse sünteesi
ülesannet mittenegatiivsete invariantide w2 {x, X) puhul. Invariandid w2(x, X) on võetud
p-agregaatide mõttes, kusjuures p-agregaat on vektori X koordinaatide (agregatsiooni
parameetrite) lineaarse funktsiooni p-järku ruutvorm. Käsitletakse hulga i»(x, 1) =0
mõõtme minimeerimist ja mõningaid vaadeldava hulga ja etteantud sihihulga läheduse
kohta käivaid kriteeriume rahuldavate optimaalsete agregatsioonikonstantide leidmist.
Saadud agregaati kasutades on leitud mõningaid optimaalsuskriteeriume rahuldav sün-
teesiülesande lahend.

/. KEIS

ON THE OF METHOD OF AGGREGATION FOR OPTIMAL SYNTHESIS OF DYNAMICAL
SYSTEM WITH QUADRATIC AND LINEAR INVARIANTS

The optimal synthesis problem for я-dimensional nonlinear system with non-negative
invariants w 2 {x, X) as p-aggregates is considered, p-aggregate is a quadratic form,
linear on aggregation parameter-vector X, rank w 2 = p. The problem of Я-optimal choice
is investigated. For this purpose n p minimum and various closeness criteria between
w (x, X) = 0 and target hyperplane are used. When the system, constraints and perfor-
mance index satisfy certain conditions, the optimal synthesis is obtained on the
basis of scalar aggregation and Liapunov’s direct method.
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