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Рассмотрим задачу выпуклого программирования
(1)

где х п- мерная точка евклидова пространства Еп
, f(x) и g(*)T =

= (£i(*)» ••• , gm(x)) функция и m-мерная вектор-функция соот-
ветственно, причем обе они непрерывно дифференцируемые и
выпуклые, а область (*i|g(x) 0} непустая и ограниченная.

Среди методов решения этой задачи хорошо известен метод штраф-
ных функций, суть которого заключается в последовательной безуслов-
ной минимизации функций

а числа Mih >* 0, причем последовательности {Mih} (i —l, ... ,m)
неубывающие и ->- оо при (t =l, ... ,т) (см., напр., [*> 2 ]).

При указанных выше предположениях метод сходится, т. е. расстоя-
ние от точки минимума функции Fk{x ) до множества всех решений
задачи (1) сходится к нулю при (это можно показать, исполь-
зуя, например, результаты из [2 ]).

В данном сообщении займемся проблемами алгоритмизации этого
метода штрафных функций. Поскольку его вычислительные алгоритмы
допускают лишь приближенное решение задачи (1), то аппроксими-
руем ее некоторой новой задачей и на основе последней, во-первых, вы-
пишем вытекающие из нее условия заканчивания вычислений для
этих алгоритмов и, во-вторых, обоснуем точность, которую в них при
минимизации функций Fk(x) повышать не обязательно.

Обозначим через fx {x°) градиент функции f{x) в точке х° и сфор-
мулируем вспомогательную задачу
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т
Fh (х) =f (х) f Mik ( gi (X) +) 2

,

i= l
где

gi(*)+==max{o, gt(*)} (i =l, m)

min {/(*) Fhx {x) T x\g{x) (2)
*
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Здесь х произвольно выбранная точка и е(х) т = (gi(*)+, •••
,

... , gm (x) +). Так как точка х и неотрицательные числа üi =

= 2Mikgi(x)+ (i =l, ... , m) такие, что

то по [Д (теорема 19) х есть решение задачи (2).
На основе задачи (2) аппроксимируем исходную задачу следующей

задачей

где ет = (ei, ..
.

, 8т), е г- (г =O, 1, ... ,т) выбранные малые поло-
жительные числа, а функция Fk(x) и точка xh решение этой задачи.
Отметим, что нормализацию вектора Fk X {xh) можно ввести и по-дру-
гому, например, отдельно по его компонентам.

Пусть задача (1) заменима задачей (3), т. е. любое решение за-
дачи (3) содержит в качестве xk отыскиваемое решение задачи (1).

При этом предположении выпишем вытекающие из задачи (3) усло-
вия прекращения вычислений для алгоритмов описанного выше ме-
тода

(5)
В самом деле, если Fk(x) и xh

, полученные в процессе вычислений,
удовлетворяют условиям (4) и (5), то они являются решением задачи
(3), так как xh есть решение задачи (2) при х = xh .

Минимизация функции Fk(x) с точностью Н/ДДл:) Ц с(с поло-
жительное число) означает отыскание такой точки, которая удовлетво-
ряет этому условию точности. Итак, условие (4) тоже определяет точ-
ность, которую в алгоритмах при минимизации функций /Д(х) увели-
чивать не обязйтельно. Для доказательства этого утверждения обозна-
чим через xh точку, которая удовлетворяет условию (4), и покажем,
что е (xh) -> 0 при k 00.

Действительно, выделим из последовательности {хк } сходящуюся
подпоследовательность {xhi }, предельную точку которой обозначим че-
рез х*. Это можно сделать, так как {хк} принадлежит к некоторому
компактному множеству (доказательство здесь приводить не будем).
Покажем, что е(х*) =O. Для этого введем точку-переменную у Еп и
обозначим

Если хоть при одном индексе i функция gi(x*)+ >■ 0, то для достаточно
больших индексов I получим

* Все нормы в тексте нормы пространства Е п.

ll F ]ix (х) II go, (4)

min{f{x)—Fkx {xh ) rx\g{x) <^e{xh ) (3)
X

■II/=■*.(**) IK eoГ,

т
fx{x)— F hx (x)-f У] üigixix ) =O,

i=l

üi(gi(x)-gi(x)+j= o (t=l, m)
g{x)

L = max min {/(л:) yT x j g(x) llž/il^eo}.
У x

F hl {xhi)— Fkl x{x hl ) Txhl >L,



88 Lühiuurimusi * Краткие сообщения

Следовательно, е(х*) = 0. Так как для любой сходящейся подпосле-
довательности {xk i} из {xh } вектор &{x hi) -v0 при /-voo, то и
e(xft )-v0 при k—V oo (это нетрудно показать). Доказательство завер-
шено.

Связывая полученные результаты с ранее известными результатами
(см. [ 3 ’ 4 ]), предлагаем в алгоритмах рассматриваемого метода для
решения задачи (1) минимизировать функцию Fu{x) с точностью
||/Дх (*)И <е* где числа sk >O, причем ек -+0 при ß-voo, пока
гк > во, а затем с точностью (4) до выполнения условия (5) в полу-
ченной точке минимума. Для формирования функций Fh+\(x) рекомен-
дуем использовать приемы, изложенные в работах [2~s ].
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что противоречит соотношению

Fkl (xhi) —FklX {xk i) T xki^min {f{x) F hlX {xk i) Tx

g{x)^o]<cL.
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