
Ю. НУРГЕC

О КОЛИЧЕСТВЕ ПАРАМЕТРОВ МНОГОМЕРНОЙ
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Введение

Рассмотрим линейную многомерную систему

где и, x и у векторы входа, состояния и выхода размерности т, п
и р соответственно, а А, В и С матрицы подходящей размерности.

Сложность идентификации динамического объекта, а также синтеза
системы управления во многом зависит от количества неизвестных пара-
метров в их описаниях. Поэтому много внимания уделяется изучению
канонических форм описания (1), позволяющих заранее фиксировать
некоторые элементы матриц А, В и С. Разнообразность канонических
форм обусловлена неединственностью описания (1). А именно, измене-
ние базиса пространства состояния не влияет на соотношение между
входом и выходом, т. е. матрицы А, В и С в описании (1) можно заме-
нить матрицами Ä, В и С, найденными по формулам

где Т любая невырожденная матрица порядка /г X я.

В общем случае матрицы А, В и С содержат п(п -j- т-\- р) неиз-
вестных параметров. Ввиду инвариантности отображения вход-выход
относительно линейного преобразования Т на пространстве состояния п2

параметров тройки {А, В, С) могут быть приведены к ранее выбранным
значениям (0 и 1) [']. Значит, если удается определить расположение
п2 фиксированных параметров в описании (1), тогда число неизвестных
параметров будет удовлетворять неравенству

Фиксирование значений и расположения некоторого числа параметров
в описании (1) приводит его к определенной канонической форме.

В данной статье фиксируются элементы матриц Л и С при произ-
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■ (3)

Ä=TAT-\
Б=ТВ, (2)
с=ст-\

•Ц^+l) —Ax{t)-\-Bu{t) ,

y{t) =Cx{t),
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вольной матрице В. Дуальным подходом можно добиться аналогичных
соотношений для фиксирования элементов матриц А и В при произ-
вольной матрице С. Изучается каноническая форма Луэнбергера, как
наиболее распространенная при исследовании линейных систем. Выво-
дятся общие формулы для определения числа неизвестных параметров,
а также фиксируется их расположение по информации, необходимой
для установления структуры канонической формы. Выясняются наибо-
лее и наименее благоприятные структуры канонических форм и соот-
ветствующие им минимальные и максимальные числа неизвестных пара-
метров.

Каноническая форма Луэнбергера

Пусть система (1) минимально наблюдаема, т. е. все р выходов не-
обходимы для наблюдения системы [ 2 ]. Тогда система (1) приводится
к канонической форме Луэнбергера [ 3 ]

Структура канонической формы (4), (5) определяется индексами tii,
i = 1, ..., р, причем

Ä=[Aij], i,j= 1, ..., р, (4)

г 0 1 0.. О -1
0 0 1. . .

Ац= . .
. ,

(tiiXni)
_ CLm &Ц2 •• • О'Нп ; _

о
Aij— , t¥=j,

&iji Bij2 •• • üijrij

r el . п
*».+l

С= •

, (5)

- ет
n l+...+n p _l+l

i
ei:=[o ... о 1 о ... oj,

г

преобразованием
стг, <

-|
Тг ст .А

т= ; , Ti= . (6)

_ т Jlp L cTAn i~ l
i

V
Щ = п . (7)

г=l
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Структурные индексы iti, которые находятся путем подходящего вы-
бора матрицы Тиз соотношения (6) [3 ], позволяют фиксировать значе-
ния и расположение п2 параметров в канонической форме (4), (5), т. е.
они позволяют установить верхнюю границу неравенства (3).

Представляет интерес выяснить возможности дальнейшего умень-
шения числа неизвестных параметров априорным фиксированием не-
которых элементов ащ. Оказывается, что конкретные значения пара-
метров aw , а также структурных индексов щ зависят от последова-
тельности выбора строк матрицы Т из матрицы наблюдаемости

Целесообразно выделить два этапа в процедуре выбора строк матри-
цы Т:

1) некоторая строка c?A h матрицы О становится кандидатом в
матрицу Т, если строки ст

., с т.А, ..., cT.A h~l уже вошли в состав
матрицы Т,

2) кандидат включается в матрицу Т, если он не зависит линейно
от ранее выбранных строк матрицы Т.

Пронумеруем все кандидаты в порядке их выдвижения. Пусть kk и
Гг, i = 1, ..., р, k—\ tit, порядковые номера включенных и
невключенного кандидатов, связанных с f-м выходом. Тогда в силу 1)
и 2) выполняются следующие неравенства:

Из процедуры выбора матрицы Т следует, что строка c^A n tp являю-
щаяся Гг-м кандидатом, может быть представлена суммой

li^n+p,
kh<Ti, (9)

kh\ если

£)т= [Ст
, АТСТ

, (А п~1 )Ст]. (8)

V n s-i
cT .Ant= 2J 2JaisrcTA r, (10)

s=l r=o

причем
aisr =o, если lsr>Ti, (11)

где hr порядковый номер кандидата c^Är~i
.

-

Обозначим
T

(,2)
Dj=\dji, djn^].

Тогда из уравнений (2), (4), (6) и (12) получим

CLijh сТ4 n ‘djh,

а с учетом (10) соответственно .

V n s_!

ацк= 2 aisrCT
s A rd jk. (13)

s=l r=o
Так как
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Согласно (15) число неизвестных параметров в матрице Ä сокра-
щается до

Из формулы (16) видно, что для минимизации числа N следует выби-

рать строки матрицы Т в такой последовательности, чтобы = шlп.
г=l

Для минимально наблюдаемой системы >- 0, т. е. Д 2i. Из про-
цедуры выбора матрицы Т следует, что для некоторого i имеет место
l i = n-\-p• Для наиболее благоприятной структуры h = 2i, i= 1, ...

..., р— 1, lp п+ Р и

Для наихудшей структуры из неравенства (9) и формулы (16) по-
лучим Ti п r\- i, i = 1, ..., р и

Разновидности канонической формы Луэнбергера

Рассмотрим две разновидности канонической формы Луэнбергера,
которые наиболее удобны для составления матрицы Г [2 ’ 4 ]. Общие
формулы для определения количества неизвестных элементов (16) и их
расположения (15) остаются в силе и для этих разновидностей. Но
из-за строго фиксированной последовательности выбора матрицы Т всю
необходимую информацию несут структурные индексы П{, i= 1, р.

А. Выбирая кандидаты в строки матрицы Т в последовательности
с\, ст

2, ... ,-с£, с?А, ..., получим

Определим из уравнений (15) и (20) дополнительные нули в матрице А

li =pm-\-i JZ (Пг tlj)— JŽJ {tli tlj— 1) (19)
j j

j<i j>i
n j <ni n j<ni

и ljk>Ti, если jCi, k>m+ l,
или />t, k>tli.

CTA %h= I l ' еСЛИ S= / ’ r=k ~ l
s 10 в противном случае,

то из уравнения (13) следует

CLijh CLij(h—l). О 4)

Равенства (И) и (14) фиксируют дополнительные нули в матрице Ä

ацк= o, если IрР>Ти /=l, Р, k=\, ..., tip (15)

Jj (li —iЬ
i= i

а в канонической форме Луэнбергера до

ДJ=nm-\- Ti р(р+l)/2. О 6)
г=i

A/min — tl{ni-\-\) -\-p{p 1) /2. (17)

N m&x =ti{tn-\-p). (18)



60 10. Нургес

а из уравнений (7), (16) и (19) число неизвестных параметров А-разно-
видности канонической формы Луэнбергера

Минимум числа AM для минимально наблюдаемых систем достигается
при п 1 =п2 =

...

= пр- 1 =l, п р =п /7+l и равняется

а максимум числа N A достигается при щ =
... =пг= п г/р+l,

пг+\ =. .. =пр —п г/р, где г есть минимальное число такое, что
п г делится на р без остатка, и равняется

Б. Выбирая кандидаты в строки матрицы Т в последовательности
cf, cfA, ..., cfAn i, cf, ..., cfA n 2, ..., получим каноническую фор-
му Бюси [ 2 ]. Тогда

Из уравнений (7), (16) и (24) после несложных преобразований
получим формулу для определения количества неизвестных парамет-
ров в канонической форме Бюси

Минимум числа МБ для минимально наблюдаемых систем достигается
при rii =п2 =

... =l, пр =п /7+l и равняется

а максимум соответственно при п\ =п /7+l, п2 =п2 = ... =пр =

= 1 и равняется

Сравнение формул (17), (22), (26) и (18), (23), (27) показывает,
что для минимально наблюдаемых систем

aijk= o, если /е>/2г+l, j<i,
k>rii, j> i,

NA=n{m-\-p) JJ [ JJ (tii tij )+ JJ (fii rij 1 )]. (21)
2—l j j

j<2 j> i
П]<п {

n j<n i

Nmin n{m-\-l) -\-p{p — I)» (22)

Wmaх=п{т+р). (23)

li (24)
j=i

и
г

Uk= 2ns+i-\-k —l-
-

Значит, Ijh > Ti, если j >• i, и, согласно (16), аць —0, j > i, k = 1, ...

..., Щ.

NB =tim+£{р~ /+I)'Ь- (25)
j=i

=fi(m+\)+p{p—\)l2, (26)

X
= n (m+P) P(p— l )/2- (27 )

N =Nb
,

A . ,min min mm

ДГБ = ДГmax max max
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Числа N A и NB в формулах (21) и (25) не подлежат сравнению, так
как структурные индексы щ, i— 1, ..., р, имеют различные значения
для разных разновидностей канонических форм Луэнбергера. Кроме
того, они могут меняться в порядке нумерации выходов.

Покажем, что при наилучшей последовательности выходов канони-
ческая форма Бюси имеет минимальное число неизвестных параметров
среди разновидностей канонической формы Луэнбергера.
Пусть

Суммируя обе стороны системы (29), получим

Из формулы (16) и неравенства (30) следует, что для всех разновид-
ностей канонической формы Луэнбергера, сохраняющих соотношения
порядка (28), имеет место

Нумеруя выходы так, что i\ =l, г 2 =2, iv =р, для канониче-
ской формы Бюси получим

Значит, при наилучшей нумерации выходов

Пример. Пусть п = 4, р = 2 и матрица наблюдаемости (8) имеет
вид

ранг [ст с т.А, ..., с^А п \ = п*,
ранг Г ст

,
..., стА п

, ст
, ..., стА п ] =п*. ит. д.

* г г о J г]

и пусть для некоторой разновидности канонической формы Луэнбергера

Ти<Ти< ... <TiP , ijG {l, р]. (28)

Тогда из процедуры выбора матрицы Т следует, что

lit

lu~^ n iiU~\~^i
(29)

Tiš=niu„.,ip+p=n+p.

S li j Sj li^ niiA~ ni I*2+ • • • +n “hP(P“M)/2- (30)
j=l i=l

... -j-n*i1t .... iD . (31)

lii ni~h 1 >

_

*

lii Miiii 12,

Tip=ftii, .... ip+P-

Л^Б nm-\-ftii -\~ftiii2~T'• ■ -4~ftii ipi

а с учетом неравенства (31)
Nb^N.
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Выбирая кандидаты в матрицу Т в последовательности

получим ti\ =2, n 2 =2. A-разновидность канонической формы Луэн-
бергера принимает вид

причем NA =4m+ 8. В действительности аш = а п2 = = <2222 =l,
o\2\ = #122 = 02 \ 1 = а2 12 =O.

Выбирая кандидаты в матрицу Т в последовательности lu = 1,
112 =2,h = 3, 12 \ =4, /2 2 =5,12 = 6, получим п х =2, п2 =2.

Каноническая форма Бюси имеет вид

причем NB =4т -j- 6. В действительности аП \
= oU 2 = а22 \

= 0,212 =l,
Ö2ll = О2 12 —O.

Заключение

Канонические формы описания многомерной динамической системы
(1) позволяют сокращать количество неизвестных параметров в матри-
цах А, В и С. Изучению подлежала каноническая форма Луэнбергера
с фиксированием элементов матриц Л и С.

Структура канонической формы фиксируется структурными индек-
сами щ, I=l, р. Показано, что индексы Uu и Ti, k = 1, ..., tii,

р
позволяют находить расположение еще S (ft+t lj) нулевых эле-

-2=l
ментов.

Следует отметить, что дополнительных вычислений для определения
индексов lik и h не требуется, т. к. они выясняются в процессе отыска-
ния структурных индексов Необходима лишь дополнительная память
для хранения п чисел.

У конкретных разновидностей канонической формы Луэнбергера до-
статочную информацию несут структурные индексы. Сравнение разно-
видностей показало, что выбор подходящей нумерации выходов приво-
дит систему к канонической форме Бюси, имеющей наименьшее число
неизвестных параметров.

Л=ГO 1 |0 0 П, С=Гl 0 1001, В=[Ьц],
Оц 1 Оц2 :0 0 1-00=10-1
0 0 j 0 0
0211 О212 i 0221 О212

Л=ГO 1 10 О 1, С=Гl 0 1001, B=[bij\,
о111 0112 \ 0121 0i22 LOO! 1 0-1
0 0:0 1
0211 #212 0222

■ 1 о i о он ой о ■

=
., 0 li 0 010 1j О 1

О Oi О lio II 0 2 •
L 0 0 1 0 4 0 2 0 J

/и—l, /21—2, 1 12—3, /22—4, Z! =5, /2=6,
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Ü. NURGES

MITMEMÕÕTMELISE DÜNAAMILISE SÜSTEEMI PARAMEETRITE ARVUST
Vaadeldakse dünaamilise süsteemi Luenbergeri kanoonilist kuju. Struktuuriindeksid

Ui, kus_ i=l, .... p, võimaldavad fikseerida n 2 parameetri väärtuse ja koha. Indeksid
lik ja li, kus k —l, Ui, mis selguvad struktuuriindeksite määramisel, võimaldavad
peale selle fikseerida

nulli Luenbergeri kanoonilises kujus. Näidatakse, et väljundite sobiva nummerdamise
puhul sisaldab Bucy kanooniline kuju minimaalse arvu tundmatuid parameetreid Luen-
bergeri kanooniliste kujude klassis.

Ü. NURGES

ON THE NUMBER OF PARAMETERS OF MULTIDIMENSIONAL
DYNAMICAL SYSTEM

Luenberger’s canonical form of the n-th order linear system with m inputs and p
outputs is considered. It is well known that n 2 parameters of the canonical form are
fixed by structural indices n,, i = 1, ..., p. As byproducts of the procedure for
determining the structural indices, the indices Uu and G, k= 1, ..., n it are determined
and used for reducing the number of unknown parameters in Luenberger’s canonical
form. There is a great number of modifications of Luenberger’s canonical form. It is
shown that one of them, namely Bucy’s canonical form, has the minimal number of
unknown parameters if the ordering of outputs is appropriately chosen.

JS («+* M
i= 1
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