
Э. ТАММЕ

О РЕГУЛЯРНОЙ СХОДИМОСТИ РАЗНОСТНЫХ
АППРОКСИМАЦИЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ

1. Введение

Рассмотрим в ограниченной области йcz R n проблему собственных
значений задачи

Собственными значениями задачи (1.1) называются такие значения
комплексного параметра р, при которых уравнение (1.1) имеет нетри-
виальное обобщенное решение и е Я™(й) (см. напр., f l ]), а собствен-
ными функциями эти нетривиальные решения.

Предположим, что коэффициенты а и Ь а ${х) измеримые
ограниченные действительные функции и что при \а\ = JBJ = т коэф-
фициенты аа р ='ара почти всюду в й удовлетворяют условию сильной
эллиптичности

где ta любые действительные числа. Пусть ааs и Ь а р, продолжены на
все R n с сохранением этих свойств (напр., постоянными вне Q). Функ-
ции из Я™(й) продолжим нулем вне й.

При сделанных предположениях А и В линейные непрерывные
операторы из Я™(й) в Я~т(й) = (Я™(й))', и спектр уравнения (1.1)
состоит из счетного числа изолированных собственных значений, кото-
рым соответствуют конечномерные собственные и корневые подпрост-
ранства (см., напр., [ 2 ]).

Аппроксимируем уравнение (1.1) разностным уравнением

где Ah и B h линейные непрерывные операторы из дискретного прост-
ранства Соболева Я™( Q h ) в H~m {Qh) = (Я™(йл) )'■ В работе Г. М.
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Au [ißu —O, меЯ™(й), (1.1)
где

Аи= £ D a {aa pDVu), Ви= D a {ba^u).
|a|<m |a|Cm, |ß|^m
|ß|<m |a+ßl <2m

2J aaß{x)t a ta, x>o, (1.2)
Jос I= 1ß 1 =m |al=in

A h uh [xß h uh=O, u H™{Q h ), (1.3)
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Вайникко [2 ] доказано, что такой приближенный метод вычисления
собственных значений и собственных и корневых функций сходится,
если последовательность операторов Ch =Ah \xßh сходится к
С= А \iß регулярно. При этом регулярная сходимость является в
некотором смысле и необходимым условием для сходимости корневых
подпространств.

Отметим, что регулярная сходимость операторов является основным
условием и для сходимости приближенных методов вычисления собст-
венных значений и функций уравнения, в которое параметр ц входит
нелинейно (см. [3 ]). Из регулярной сходимости разностных операторов
следует также сходимость соответствующих разностных методов реше-
ния краевых задач (см. [2 ]).

Ниже докажем регулярную сходимость некоторого класса разност-
ных аппроксимаций задачи Дирихле. Отметим, что сходимость раз-
ностных методов такого типа исследована, например, в работах [4-I °].

2. Аппроксимация пространств Соболева

Семейство дискретных пространств H™{Q h) построим следующим
образом.

Покроем пространство R 7l равномерной сеткой

Рассмотрим предельный переход, в котором h (/г ь ...

,
hn ) О как

последовательность, причем

Из Qh выделим множество «внутренних» узлов £Д с П. При этом име-
ется некоторая свобода. Предположим только, что выполнены следую-
щие условия;

2) существуют постоянные h0 > 0 и х0 >• 0 такие, что при
Щ= ■ .-\-h2

h
)' ,2<iho через каждый Xi е Гл, проходит такая прямая

сетки, на которой находятся т + 1 последовательных узлов вне Q/j,
отстоящих от Xi не более чем на щ ]/ii|.

Отметим, что эти условия выполняются тривиальным образом, если
принять Qи &h (тогда Th —0).

Элементами пространства будем считать функции щДх),
определенные на сетке R* и равные нулю вне П Л . Определив в этом
пространстве скалярное произведение

max /i hv , К=const.
V V

Окружим каждый узел Xi параллелепипедом

Лг—. {X (Xi, ...,Хп ) • ( l'v 1 /2) /lv <-C Х-у ( iv~i~ 1/2) /lv}
и введем обозначение

{X-j е Rh : Лг П &ФO}.

Rh {%г ..., inhn ) • hv ->0; —O, Hz 1, ••
•}

1) limmes U Яг=O, где Iл=йл\£3л;
Л->-0

(tth, Vh)m= {daUh, daVh), (uh, Vh ) = Uh {Xi)Vh {Xi)hi ... hn
l.of 1Cm n

xsH
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и соответствующую норму ||M/illm= {Uh, uh)'^ , преобразуем его в гиль-
бертово пространство. При этом daUh д? 1 ... дп паь разность впе-
ред порядка а. Элементами пространства H~m {Q,h ) являются элементы
пространства Н™ (Q/г), а норма определяется равенством

Свяжем пространства Я
™

(Q) иЯГ(Q/i) оператором

При сделанных предположениях можно показать, что рн является ли-
нейным непрерывным оператором из Я™(П) в Я™(Q/г), причем

Оператор рк можно расширить как линейный неограниченный оператор
из Я~т ( Q) в Я-т(Q/i) , удовлетворяющий также условию

При этом I \и\\т и ||«Ц_г» нормы в пространствах Я™(П) и Я m (Q).
Введем понятия сильной и слабой ±т-сходимости (при /i->0)

и соответствующие им понятия сильной и слабой ±т-компактности
(см. [2 ]). Аналогично [ 2 ] можно доказать следующий результат.

Лемма. При т 0 справедливы утверждения:
=>- ( Uh ) m-компактна ;

=*“ («л) слабо т-компактна\

1 3. Аппроксимация оператора

Рассмотрим аппроксимацию оператора А

и dy Uh разность назад порядка у.
Если выполнены условия, сделанные в пп. 1 и 2, то справедливы

следующие результаты. ,

II Ил||-т= SUp (Uh,Vh).

, n#fWv v {iQhU){Xi) при Xi=Qh,
(PkU) (Xi} =l 0 при «*0»,

где

(qh u) (Xi) =~~ ■■■■ / u(x)dx.
n i

lim IIр/, иIU=ll «[lm, У«еЯ™(й).
/i->0

lim \\ph u\\-m=\}u\\-m, V U^H-m {9.).
h*—>-0

Uh W -s—г'" II Wft, P/iWjl+rn 0,

Uh u <=> [vh v =>- ( ah ,
vh )-+{u, t>)}

m+l m
Uh >- U =Ф- Uh —>■ U.

Ahah — Dh {QliO-afiDh ah)
, (3-1)

|a) I ß I
где

DZ = da~y*dy
*, o<Cya^a
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откуда, в свою очередь, получаем AhUh — Au, чем и доказывается
сходимость A h -+A. Сходимость (3.2) следует из неравенств

где использованы обозначения w=Dsu е H°(Q) , 1)=аа ршеЯ°(2),
Сходимость Ah *А вытекает из соотношений

Теорема 2. Для Ah имеет место неравенство коэрцитивности

где к определяется неравенством (1.2).
Доказательство. Утверждение теоремы следует из неравенств

Из теорем 1и 2 и леммы вытекает (см. [ 2 ]) следующий основной
результат.

Теорема 3. Последовательность операторов (ЛД сходится регу-
лярно к оператору А.

Теоремы I—31 —3 справедливы для разностного оператора (3.1) при
любом выборе уа. Класс разностных операторов, для которых верны
утверждения этих теорем, можно расширить. Пусть Ahi, Ahz, • • • , А-ш
разностные операторы вида (3.1). Тогда, очевидно, утверждения тео-
рем I—31 —3 имеют место и для разностного оператора

НА? ( qhCiaßDh и,г) phD”-{aa?)DVu) i|_m <

<llDh {qha<x.sT)h uhph (a asDsu)) H_m+

(+ \\Dhph{a a phD<*{a afiDVu) ||-m <

<МЦАг uh PhDVuWo+WqhaapphW ph {a || o+

-\-\\Dhph u phD a v\\-m ->0 при h-> 0, |a|<m, [ßl<m,

Теорема 1. Имеют место сходимости

Ah * А <—{ Uh U AfiUfi ■ Au},

A h — А lUh— и =ф- A hUh —Аи}.
7ТIДоказательство. Из Uh~>u имеем

Dh {qhaa^ntuh )-^Da {aati при Ja|<m, |ß|<m, (3.2)

m —m
Uh ц “s— \Vfi V =t >~ (tlfi, Vfij Vj j

ß cl —m
№ (qhaaßDhWh) Ds[aa$Da w] =>■

(-öft. Uh) , Wh) (Z9 a (fla , ЙУ) } =Ф-

=ф~ ay =ф- (Л Лм Л, шЛ) (Ли, ay)} A huh -™-*- Aи.

x(| M/Jl m %11l G= Hq (Й/j,),

II
= ( —1) (qhUafiDh Uh, Dh И/l) Hftllm Kill И/гЦтЦ Uh\\m-l-

|al <;?n, jß j <;m

h h
Ah= S cvAhv, если c и J^cv =l.

V=l V=l
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4. Сходимость разностных методов в проблеме
собственных значений ,

Построим в уравнении (1.3) разностные операторы Ап и Bh спосо-
бом, описанным в конце п. 3. Тогда при любом комплексном р, для
Си =Ah рД/г верно утверждение теоремы 3, т. е. последователь-
ность ( Сн ) сходится регулярно к оператору С— А рВ. Следова-
тельно (см. [2 ]), при h-> 0 собственные числа уравнения (1.3) схо-
дятся и собственные и корневые функции этого уравнения т-сходятся,
соответственно, к собственным числам и собственным и корневым функ-
циям уравнения (1.1). Более точную формулировку сходимости раз-
ностного метода (1.3) можно найти в [2 ]. Там же доказаны оценки ско-
рости сходимости метода (1.3). Изложим некоторые из них.

Пусть ро есть единственное собственное число уравнения (1.1) в
круге |р рo | õ и ему соответствует корневое подпространство W.
Обозначим через Wh линейную оболочку корневых подпространств
уравнения (1.3), соответствующих собственным числам рл, лежащим в
круге jp, — ро| б, а через ро/г арифметическую среднюю этих собст-
венных чисел (с учетом корневых кратностей). Тогда при достаточно
малом \h\ dim Wh = dim W и справедливы оценки

Для оценки погрешности аппроксимации е воспользуемся дополни-
тельными предположениями. Обозначим через fij* множество тех узлов
из ß/i, в которых ChU-h содержит значения щг только в узлах, принад-
лежащих Qh ■ Пусть T*h=Q J

\tp*h и

Теорема 4. Пусть
1° WczH2m+l {Q) и daß, ba ß имеют вО, измеримые ограниченные

производные до порядка m-f-l;
2° граница Г области П кусочно-гладкая ;

3° существуют постоянные h 0 > 0 и х0 > 0 такие, что при Щ << h 0
через каждый %i еГ* проходит такая прямая сетки, на которой нахо-
дятся m -j- 1 последовательных узлов вне П*, отстоящих от Xi не
более чем на х0 Щ.

Тогда е = О (|А| 1/2).
Доказательство. Так же, как и в доказательстве теоремы 1,

оценим

]рол. — ро|^Ме,
&{W, Wh ) =max ( max min \\uh phu\\m,

u ÄelT ft , 11иЛ ||™<l weW

max min \\Uh PhU\\ m)
u<=W, liul| m<l u h<=W h

где
e= max {WAhphU —phAu\\-m -\-\\BhphU —phßu\\-m).

ut=W, ||mlI to <l

IlKkll. = (2 Wh...hn+ž ...

°i г;

\\A h phu p hAu\\- У) [M\\DhPhU-phDVu\\ o+
I<x l I ß| sg;m

A-WqhCtaßPhWph (a aßW) || o+ \\Dh p hv p hDau\\- m],

где w = и v = aaßW,
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Оценивая аналогично [ п ], получим при ]ß] т, и е Нт+Х (Q) Пи шеЯ‘(o)

В Г 7 ] доказано, что !1«л1Г т , из чего вытекает ||«лК-т^
171

Следовательно,

Оценив с помощью этих неравенств и \\B hphu phßu\\- m , получим
утверждение теоремы.
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E. TAMME

DIRICHLET’ ÜLESANDE DIFERENTSAPROKSIMATSIOONIDE
REGULAARSEST KOONDIUMISEST

Tõestatakse ühe elliptilist tüüpi 2 m järku diferentsiaaloperaatori klassi diferents-
aproksimatsioonide regulaarne koondumine, millest [ 2 ] põhjal järeldub vastavate dife-
rentsmeetodite koondumine omaväärtusülesande lahendamisel. Näidatakse, et oma-
väärtuste ja juurfunktsioonide lähendid koonduvad kiirusega o{\hl'h).

E. TAMME

ÜBER DIE REGULÄRE KONVERGENZ DER DIFFERENZENAPPROXIMATIONEN
DES DIRICHLETSCHEN PROBLEMS

Es wird die reguläre Konvergenz einer Klasse der Differenzenapproximationen des
elliptischen Differentialoperators 2/n-ter Ordnung bewiesen. Aus der regulären Konvergenz
folgt (s. [ 2 ]) die Konvergenz der entsprechenden Differenzenverfahren für die Lösung
der Eigenwertaufgabe. Es wird bezeigt, daß die Näherungen der Eigenwerte und
Hauptfunktionen mit der Geschwindigkeit o{\h\'h) konvergieren,

ß ßll 2sл Phil (phu qh u) ||o+
i-\-\\Dlqhu —phD Mi \lг\'Щи\\ т+и
‘WqhüaßphW Ph{aa sw) IIo^MäW’INU-

WDhPhV p hDa v\\- p hv phD av\\ -m<
при \a\^m.
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