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А. ЭПШТЕЙН

О ВОЗМОЖНОСТИ РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ СТРУИ
В ПОПЕРЕЧНОМ ПОТОКЕ НА ОСНОВЕ ПРИБЛИЖЕНИЙ ТЕОРИИ

ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ И ВИХРЕВОЙ ПАРЫ

Несмотря на большое практическое значение проблемы развития
турбулентной струи в сносящем потоке, ее теоретические исследования
сводились до сих пор к созданию методов расчета траектории и интег-
ральных характеристик (средних или максимальных значений скорости
и температуры) такой струи [’~s ]. Что касается расчета распределений
основных параметров внутри струи, то известна лишь одна попытка
такого рода, относящаяся к плоско-параллельному течению [6 ]. Реше-
ние проблемы тормозит чрезвычайная сложность данного течения, обу-
словленная, во-первых, его существенной трехмерностью (для простран-
ственной струи) и криволннейностью, что затрудняет соответствующие
расчеты даже с помощью современных ЭЦВМ, и, во-вторых, эффектами
взаимодействия внешнего потока со струей, что затрудняет формули-
ровку соответствующих граничных условий. Некоторые соображения по
этому вопросу были высказаны нами в [V 7 ].

В настоящей работе сделана попытка исследования возможностей
теоретического подхода к решению данной задачи путем анализа и
оценки порядка величины отдельных членов основных дифференциаль-
ных уравнений, описывающих процесс развития струи в поперечном
потоке.

Рассмотрим систему уравнений неразрывности (1), движения (в про-
екциях на координатные оси) (2) (4) и переноса тепла (5) для. слабо-
неизотермической струи несжимаемой жидкости в ортогональной криво-
линейной системе координат £, ц, £ (эти и все остальные уравнения
приведены в таблице). Члены, учитывающие молекулярный перенос
импульса и тепла в (1) (5) опущены, так как они предполагаются
пренебрежимо малыми но сравнению с соответствующими турбулент-
ными членами.

Рассмотрим, например, струю, вытекающую вертикально в горизон-
тальный сносящий поток. По характеру развития такая струя может
быть условно разделена на следующие три зоны: 1) почти вертикаль-
ного движения, 2) наибольшей кривизны, 3) почти горизонтального дви-
жения (рисунок).

Зона 1 фактически соответствует режиму смешения, в котором меха-
низм вовлечения в струю тот же, что и в обычных струйных течениях
(назван в [s ] режимом эжекции). Практически эта зона существует
лишь в струях с достаточно большим отношением скоростей v O/w.

В зоне 2 механизм вовлечения претерпевает существенные измене-
ния. На этом участке у пространственной струи развивается в тыловой
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ее части вторичное течение в виде пары симметричных противоположно
вращающихся вихрей. Однако, как явствует из опытных данных [B ],
распределения основных параметров внутри струи в этой зоне еще носят
типично струйный характер, несмотря на заметное влияние вторичного

течения, выражающегося в сильной
деформации первоначально осесим-
метричной струи. С другой стороны,
скорость расширения струи здесь
существенно увеличивается по срав-
нению с затопленной струей, причем
в функции от отношения Vo/w, а за
струей образуется след, аналогич-
ный тому, который возникает при
обтекании потоком твердого тела.
Линии максимальной скорости и
максимальной температуры на этом
участке практически совпадают друг
с другом.

Схема струи в поперечном потоке

В зоне 3 скорость расширения струи в функции от вертикальной
координаты линии максимальной температуры еще более увеличивается;
линии максимальной температуры и максимальной скорости расходятся,
причем последняя становится практически недоступной для эксперимен-
тального определения из-за резкого выравнивания поля скорости. Раз-
личие между собственно струей и следом также практически исчезает.
Распределение температуры в этой зоне отличается от типичных рас-
пределений струйного типа, но обнаруживает явную тенденцию к авто-
модельности [ B ].

Проанализируем уравнения (1) (5) отдельно для каждой из трех
зон. Для этого приведем указанные уравнения к безразмерному виду
путем отнесения входящих в них переменных к некоторым характерным
масштабным величинам. Масштабы выбираются такими, чтобы все без-
размерные параметры оказались величинами одного порядка малости;
порядок отдельных членов уравнений будет определяться тогда мно-
жителями, представляющими собой комбинации из масштабных вели-
чин. Вышеуказанное требование обеспечивается, в основном, если в
качестве масштабов принимать во всех случаях следующие характери-
стики:
для g— /, для Т — Тс,

» цЛ —b, „ dp/dl pi/l,
„ ui —v, „ dpjdr\, др/д£ prjb,
„ иц , ut wn, „ u'h u\, u'z v'.

Тогда приведенные к безразмерному виду уравнения (1) (5) после
группировки опредепенным образом масштабных величин принимают
вид (6) —(10).

Зона почти вертикального движения

В этой зоне можно принять I» у, ш*, «w. Следовательно, здесь
т 2 = yjb, тъ = w/vq.

Для оценки величины отдельных членов, входящих в уравнения
(6) (10), необходимо выяснить, как изменяются масштабные вели-
чины. В [s ] показано, что на рассматриваемом участке траектория
струи, ее средняя скорость и ширина описываются для изотермической
или слабонеизотермической струи зависимостями (11) —(13).
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С помощью известной формулы дифференциальной геометрии (14)
/ dx \2

получим, учитывая (11) и то, что в данном случае 1* зависи-
мость (15).

Согласно сделанной в [s ] оценке, максимальное значение
/ w \/ у \

х\~ j\~Õ~j в рассматриваемой зоне есть величина порядка 10”1
.

Поэтому, разложив функции ch ) и thx( )(—— ) в бес-

конечные степенные ряды, можно ограничиться лишь первыми членами
разложения, имеющими порядок не менее 10-1 . Тогда chxl —)( äl,

' \ Vo A Do /

) и формулы (12) и (15) упрощаются.
С учетом (12), (13) и (15) соответствующие коэффициенты при без-
размерных членах уравнений (6) —(10) равны:

Учитывая, что коэффициент расширения струи с в этой зоне также
есть величина порядка Ю-1 (с = 0,2—0,3), легко видеть, что в уравне-
ниях (6) (10) наивысший порядок малости 10~2 имеют члены с коэф-
фициентами m и т\гп2/т 2 , порядок малости 10-1 имеют члены с коэф-

-2фициентами т2, т3 , mzjrn2 и mjm2 и, наконец, порядок малости 1
члены с коэффициентом m 3/

Оценку величины остальных членов, включая турбулентные, можно
провести в соответствии с приведенными в [9 ] соображениями. Такая
оценка показывает, что коэффициенты т4 тB , а следовательно, и
соответствующие члены в (6) (10) должны иметь порядок 1, а члены
с коэффициентами т2тА и т2т6 порядок 10”1

.

Если сохранить в (6) (10) только члены, имеющие порядок 1, по-
лучим обычные уравнения свободного пограничного слоя (16) (20)
в их размерной форме.

Таким образом, развитие струи в этой зоне должно быть идентично
развитию свободной затопленной струи, если не учитывать некоторое
возможное влияние отброшенных членов порядка малости 10-1 .

Зона наибольшего искривления

С этой зоны практически начинается развитие струи в поперечном
потоке при умеренных величинах отношения v-o/w. Действительно, мак-

/ w \( у \симальное значение }\~р~ j в зоне почти вертикального движения

есть величина порядка 10ч , как указывалось выше. Учитывая, что
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(|гХ от)-
т2—с,

ЦШ-

ms/" i2=f 0(лг)-

m.m3/m2 =x’( .
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коэффициент х имеет также порядок IСН, становится очевидным, что
зона почти вертикального движения может иметь заметную протяжен-
ность {у/D 0 порядка 10 и более), если только vO/w есть величина по-
рядка 10 и выше.

Траектория струи и изменение продольной скорости в зоне наиболь-
шей кривизны могут быть описаны зависимостями (21) и (22) [s ].

Для ширины струи остается справедливой зависимость (13), хотя ко-
эффициент с имеет здесь несколько большие значения (с = 0,3 0,6)
[B ]. Коэффициенты kи п в формулах (21) (23) равны в среднем соот-
ветственно 3,5 и 0,36. Очевидно, что при w/v0 0,25 можно практически
считать ct'g а'о = 0.

Порядок масштаба I будем оценивать с помощью грубо прибли-

женной зависимости —. Кроме того, wn = w sina,
sin a sin a 0

где sin a определяется по известной формуле дифференциальной гео-
метрии (25).

С учетом (21), (25) и (13) получим зависимости (26) и (27). Ве-
личина в Данн°й зоне меняется кее концу от (~)(‘^~)
до максимального значения, равного, на основании опытных данных
[ я ], примерно 1,75.

Полученная на основании сказанного выше оценка величины мас-
штабных коэффициентов дает вблизи конца данного участка при
w/v о > 0,25 следующие результаты:

При w/vq >• 0,25 следует учитывать влияние w/v0 через yo и ctg a'o-
Однако порядки масштабных коэффициентов меняются медленно и еще
при wjv о = 0,5 остаются почти прежними.

Необходимо оценить порядки масштабных коэффициентов и вблизи
точки максимальной кривизны, координата которой yr, min определяется
из условия drjdy = 0. Соответствующие оценки дают при wjv0 0,25
(с точностью до 5-10-1 ) следующие значения:

При w/vq > 0,25 порядки масштабных коэффициентов ni\ m 3 возра-
стают. Что касается остальных масштабных коэффициентов т4 т3,

то их порядок 1 остается прежним, а порядок множителей m 2m A и
m 2m 6 зависит, естественно, от порядка т2 . Из приведенного выше
анализа следует, что если в уравнениях (6) (10) опустить все члены,
которые по крайней мере на целый порядок меньше членов, имеющих
наибольший порядок 1, то при не слишком малых отношениях vG/w
и не вблизи места, где радиус кривизны оси струи минимален, можно
получить уравнения криволинейного пограничного слоя, у которого
Г > 1: (16), (17), (19), (20) и (28).

Однако вблизи места, где г гтщ, порядок наименьших членов
в (6) (10) составляет 5 - 10-1 и пренебречь ими уже нельзя. Поэтому
здесь процесс развития струн описывается полной системой уравнений

mi= O(10_1), m2=O(l0 _1 ), m3=O(10“1 ),

т l/т2==o{ 1), mlm3/m 2=O(l0_1 ), m3/
m3/m2=O(10- 1 ),

mi =O(s-10- 1 ), m2=O(s-10- 1), m3=o{s- IQ- 1),

mi/m 2=0(l), mlm3/m2—o{ 5-10-1 ), m3/
m 3/0_1),
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(1) (5). Следовательно, возможность использования уравнений криво-
линейного пограничного слоя по всей зоне 2 остается, по меньшей
мере, проблематичной.

Зона почти горизонтального движения

При анализе исходных дифференциальных уравнений (1) (5) для
этой зоны целесообразно разделить абсолютную скорость на переносную
и относительную, т. е.

Поскольку в данной зоне можно считать ж w = const, то

Скорость Ащ должна быть, по крайней мере, одного порядка малости
с иц и Ui, поэтому в качестве масштаба для нее берем wт,.

С учетом сказанного, уравнения (1) (5) в безразмерной форме
принимают вид (30) —(34).

Траектория струи в этой зоне также описывается уравнением (21)
(при ctgtt'o = 0), которое здесь удобно представить в виде (21а). Ши-
рина струи по-прежнему подчиняется зависимости (13) или, с учетом
(21а), зависимости (13а), но коэффициент с, как это явствует из опыт-
ных данных [ B ], имеет значения в пределах 0,5—1,5. Учитывая далее,

г / dy \

что в рассматриваемом зоне можно принять Iжх, j и
( dy Yj С получаем с помощью (21а) и (14) зависимости (35) и
\36).

Таким образом, масштабные коэффициенты в уравнениях (30) (34)
равны;

Следовательно, при оо

Чтобы в уравнениях (30) (34) сохранялись наибольшие по своей вели-
чине члены, учитывающие градиенты статического давления и турбу-
лентных напряжений, необходимы следующие соотношения между ос-
тальными масштабными коэффициентами:

Щ=Щ+Aül-

dui дАщ dui дАщ du* дАщ
dl ~dl ’ dr\

~

öt] dl ~dl

т^ скЧ‘Ш’{--0 Л
’ m./m3=-^.(-^ )'■(—) '■

т ’’

",з=т т'l’пl= 2с-

т ш2 -> 0, /Пз-^O,
*уmi/m 3 ->O, m2/m3=3c = Ci, ml/tn 3=2c=C2.

mJml—Сз, т5/тз= С 4 , т6Мз=С5,

ль/ml— С е , mB/ml=C7,

т. е, w 4 ~ т5 ~ ш6 ~ т 7 ~ т8 ~ т*
~ Г'! ,
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Таким образом, на достаточно большом удалении от источника (тео-
ретически при л:->оо) процесс развития струи в зоне 3 описывается
системой дифференциальных уравнений (37) (41).

Если принять определенную гипотезу о связи турбулентных напря-
жений с осредненными параметрами течения и добавить к уравнениям
(37) (41) соответствующие граничные условия, то придем в сущности
к задаче о турбулентной вихревой паре, как она сформулирована
в [ lo ], с той лишь разницей, что вместо градиентов действительного
статического давления р в (37) (41) входят градиенты условного дав-
ления р\. Это различие связано с влиянием центробежных сил, ко-
торое в обычной вихревой паре отсутствует. Поскольку Р\ =pi (л), т0
dpi/dt; др]д£, т. е. влияние центробежных сил сказывается только на
распределение статического давления в направлении ц.

Некоторые результаты численного решения задачи о турбулентной
вихревой паре приведены в [ п ], причем можно отметить хорошее ка-
чественное совпадение расчетных распределений температуры с опреде-
ленными экспериментально в струе в поперечном потоке [ B ]. Это об-
стоятельство подтверждает сделанный выше вывод о том, что законо-
мерности развития струи на участке почти горизонтального движения
практически всецело определяются закономерностями сформировав-
шейся в струе вихревой пары.

Обращает на себя внимание и тот факт, что распределения Т и
Аиг описываются совершенно идентичными по форме уравнениями (38)
и (41). Значит, соответствующие распределения должны иметь сход-
ный характер, так как граничные условия для них одинаковы.

Обозначения

š. n- £ — оси ортогональной криволи-
нейной системы координат
(рисунок);

x,y — оси декартовой системы
координат (рисунок);

r — радиус кривизны оси струи;
l — длина оси струи вдоль на-

правления £;

b — ширина струи в данном по-
перечном сечении;

L>c — начальный диаметр струи;
U %, иц , ut — составляющие скорости струи

по направлениям соответ-
ственно 1], £;

Vo, V — начальная и средняя в дан-
ном поперечном сечении
скорости струи;

w — скорость поперечного пото-
ка;

wv — составляющие скорости по-
перечного потока в направ-
лениях соответственно |иг);

Wu\v и'j — пульсационные составляю-
щие скорости струи по на-
правлениям соответственно
1, л. £;

v' — характерная пульсацнонная
составляющая скорости
струи в данном поперечном
сечении;

T, Т с - температура струи относи-
тельно окружающей среды,
текущая и средняя в данном
поперечном сечении;

Г — пульсацнонная составляю-
щая температуры струи;

Р — статическое давление в струе
относительно окружающей
среды;

Р* Рп ~ разность статических давле-
ний между характерными
сечениями и точками в струе
по направлениям соответ-
ственно | и т];

Q — плотность;
а — угол наклона касательной к

оси струи по отношению к
направлению х;

с, к — коэффициенты, характери-
зующие скорость расшире-
ния струи и скорость струй-
ной эжекции;
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Rv,Rt коэффициенты корреляции; Индексом * обозначены безразмерные Be-
rn!т8 масштабные коэффициенты; личины.
С 1 —Су постоянные. Остальные обозначения даны в тексте,
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Академии наук Эстонской ССР

A. EPSTEIN
PÖIKVOOLUSES LEVIVA JOA ARVUTAMISE VÕIMALIKKUSEST PIIRIKIHI JA

PÖÖRISPAARI TEOORIATE ALUSEL

Vaadeldakse põikvooluses levivat turbulentset juga kirjeldavate diferentsiaalvõrran-
dite lihtsustamise võimalust üksikute võrrandites sisalduvate liikmete suuruse hindamise
teel. Selleks jaotatakse horisontaalsesse voolusesse vertikaalselt puhutav juga kolme
tsooni: 1) ligilähedaselt vertikaalse liikumise tsoon, 2) suurima kõverusega liikumise
tsoon, 3) ligilähedaselt horisontaalse liikumise tsoon. Näidatakse, et joa levikut
1. tsoonis kirjeldavad tavalised vaba piirikihi võrrandid, 2. tsoonis aga ei piisa kirjelda-
miseks isegi kõverjoonelise piirikihi võrranditest. 3. tsoonis voolavat juga on võimalik
kirjeldada pöörispaari leviku seaduspärasuste abil.

A. EPSTEIN

ON THE POSSIBILITY OF CALCULATION OF A JET IN THE CROSS STREAM
ON THE BASIS OF THE BOUNDARY LAYER AND VORTEX PAIR THEORIES

A possibility of simplification of the differential equations describing the develop-
ment of a turbulent jet in the cross stream by estimation of the magnitudes of various
items in these equations is considered. A jet issuing at right angle into the horizontal
flow is supposed to be composed of three regions: 1. the region of nearly vertical
motion, 2. the region of maximum curvature, 3. the region of nearly horizontal motion.
As shown, the development of the jet in region 1 can be described by usual free
boundary layer equations, while in region 2 even the equations of curve-linear boundary
layer are not sufficient. In region 3 the flow is submitted to the regularities of a vortex
pair.
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	Рис. 1. Фононные крылья релеевской линии в спектрах КР кристаллов KI-NO2 (а), (б) и RbCl-NO2 (в). Геометрия опыта показана в табл. 1; спектральная ширина щели 4 см~х\ температура 5° К. Отмечены область акустических (А) и оптических (О) колебаний кристаллов-оснований.�힇聄�堣戈ꘌ����������Ⴄ�䠘ﰕ�넮蝃怽堈좇E���碼ꘌ����������႘�䠘ﰕ⾺⳾⒢樥��솇쁆�젣戈ꘌ����������Ⱄ�䠘ﰕꋒ㱀賿꠩怾堈㪀G�㦀砃�����������ፘĀ䠘ﰕ垈伃꿇卓��㎀ḇ䁈���ᣂꘌ����������┄�䠘ﰕ⤦⹋ࠤ︉㒀ᜇI��������������ɼĀ䠘ﰕ⫼䗺뛷÷�ⶀࠇ聊�〟戈ᣂꘌ����������፤Ā䠘ﰕ竰鳥嚳恃堈⚀ćK�砢戈ᢹꘌ����������◬�䠘ﰕ森韠ꯊ��ᾀ㨇恌�ᠥ戈碿ꘌ����������ྔ�䠘ﰕ쥘ἠ㠽惈��ႀ㌇M�耠戈�����������Ⴤ�䠘ﰕ靠ൔ饲�ƀঀ㐇쁎�뀛戈�����������◔�䠘ﰕ췻鸎뻮쀥︉ʀⴇ顏�頡戈�����������ᏐĀ䠘ﰕ䇪䊟蘩�ƀ简☇쁐���ᢿꘌ����������࿐�䠘ﰕ뫫뉡声犸恂堈粀弇Q�ࠢ戈ᢿꘌ����������ȘĀ䠘ﰕ莬ｽ띰��疀倇R���ᢹꘌ����������ⱔ�䠘ﰕᣱ塬㓒㑗��満䤇S���颽ꘌ�����������䠘ﰕ�湐䭊�ƀ枀䈇䁔�戈ᢹꘌ����������ᎌĀ䠘ﰕ轨纟㳧��墀笇U�쀞戈뢾ꘌ����������■�䠘ﰕ醽⯚美뻶!ƀ冀簇V���ꘌ����������ɀĀ䠘ﰕꀱۏ앬⬎䁆堈䪀甇W�ꀟ戈碼ꘌ����������Ⲙ�䠘ﰕ젔澶䥝��䎀渇䁘���ꘌ����������ၬ�䠘ﰕ彖啝⏜��䒀朇Y�뀢戈颽ꘌ����������˄Ā䠘ﰕ줜욅ﳌ৪/ƀ부頇⁚��ꘌ����������ፐĀ䠘ﰕᶹ쾛軨Ί��뚀鄇[�$戈颽ꘌ����������ᏘĀ䠘ﰕᰏᎴ贜6ƀ꾀訇硜�‣戈뢾ꘌ����������ገĀ䠘ﰕ숗삥Ⴞ悠I堈ꂀ茇]�怡戈�����������ᎬĀ䠘ﰕ솝牺᥎��馀萇䁞���碿ꘌ����������┴�䠘ﰕ舟僢唫䇣䁉堈銀봇_�栟戈ꘌ邀댇��������፤Ā䠘ﰕㆌ톥�岁Dƀ讀똇聠�쀥戈壁ꘌ����������ʘĀ䠘ﰕ솉⮙腬쁇堈貀꼇a���壁ꘌ����������࿐�䠘ﰕ橅쀂씰Kƀ薀ꀇၢ�戈ꘌ����������ᏰĀ䠘ﰕ홊紫⢞홻F堈ﺀ����壄ꘌ����������၄�䠘ﰕ㊵爇㌐绪㐲�툇聤�뀩戈壄ꘌ����������ጤĀ䠘ﰕ꽫쑡❇杔��쬇e�ࠩ戈㣀ꘌ����������⳨�䠘ﰕ큖忾Yƀ찇遦���磂ꘌ����������▌�䠘ﰕ㵈楕퉡︉�g���飀ꘌ����������┄�䠘ﰕ竻僡粃ꢈ㐲�펀︇h�ဧ戈飀ꘌ����������ྠ�䠘ﰕ㺍䤰䀲⺑恍堈풀i�戈飃ꘌ����������፠Ā䠘ﰕ�퉾ꕨgƀ춀�+戈磂ꘌ����������ᏸĀ䠘ﰕꥦ禀ﴐ쁏堈욀k�倬戈ꘌ����������ɨĀ䠘ﰕꞠ텉鏗�㉤�㾁ᨆl���飌ꘌ����������ȼĀ䠘ﰕ譬메உ��めጆm�⠨戈飌ꘌ����������ၤ�䠘ﰕ⨃賔䫥⏐uƀ⦁ᐆ恮�怨戈飌ꘌ����������ᎠĀ䠘ﰕﾉ�蛡꽤��⊁ആo���飉ꘌ����������Ⱌ�䠘ﰕ넵燸䮮逈㌰�ᮁ؆⁰���㣀ꘌ����������Ⴈ�䠘ﰕ䘎ꓽĒ겾聋堈ᲁ㼆q�戈�����������ၔ�䠘ﰕ�鯀䝛�ƀᖁ〆r�䀩戈�����������ገĀ䠘ﰕဣ込껪讕ꁏ堈ກ⤆s�〦戈壄ꘌ����������
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