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Э. РАИк

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ПО ПАРАМЕТРУ ФУНКЦИИ
ВЕРОЯТНОСТИ И СТОХАСТИЧЕСКИЙ ПСЕВДОГРАДИЕНТНЫЙ

МЕТОД ДЛЯ ЕЕ ОПТИМИЗАЦИИ

Пусть на n-мерном пространстве X задана функция вероятности

где "Е, (со) случайный вектор со значениями в m-мерном простран-
стве Y, /(х, у) действительная функция, определенная на произве-
дении пространств X X Y.

Допустим ниже, что случайный вектор |(со) индуцирует в простран-
стве Y вероятностное распределение, которое имеет лишь абсолютно
непрерывное составляющее и, следовательно, полностью определяется
своей функцией плотности вероятности р{у). Это позволяет функцию
вероятности выписать через m-кратный интеграл

При решении задач нелинейного стохастического программирования, со-
держащих функции вероятности в качестве функций ограничения или
функции цели, встает вопрос о виде градиента и условий дифференци-
руемости функции вероятности.

Ответ на этот вопрос дает
Теорема 1. Пусть 1) частные производные f' x (х, у) , f' v {x,y) и

плотность вероятности р{у) непрерывны;

2) множество s(х, 0) = {у : f (х, у)\= 0} равномерно ограничено в неко-
торой окрестности точки х;
3) функция f'v {x,y ) удовлетворяет условию Липшица по у и функ-
ция \\f'y (х, у) || положительна на множестве s(х, 0);
4) поверхностный интеграл f ... jdS существует.

S(x,0)
Тогда функция вероятности v{x) дифференцируема по Фреше в точке х
и градиент ц'(х) равняется пг — 1-кратному интегралу

Доказательство. В силу предположения 2 и непрерывности
функции f{x,y) поверхность S(x -f- Ах, 0) ={у: f (х -f- Ах, у) =o} при-
ближается к поверхности S(x, 0) равномерно в том смысле, что макси-
мальное расстояние q(Ax) точек поверхности 5(хД-Ах, 0) до поверхно-
сти S(x, 0) стремится к нулю, т. е. при Действи-
тельно, так как множества S(x, 0) и s(x-f-Ax, 0) компакты, расстояние
б(Ах) существует и равняется

v{x)=P{f{x, g((o))5>0},

v{x) = ff ...fP{y)dy.

v'{x) = f■■■ff'x{x,y)p{y)\\f'v {x,y)\\-'dS.
S(jc,o)

q(Ax) = max min \\u ш||.
tieS(x+Ax,o) weS(x,o)
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Предположим обратное: р(Ах)АO при ||АхЦ-э-0. Тогда найдется такая
сходящаяся последовательность точек {хп ,уп}, реализующих расстояние

что f{Xn,y n ) = 0 и по непрерывности f{x,y) =O, но это противоречит
предположению q(Ax)AO.

При непрерывных частных производных f' x {x,y ) и f'v {x,y ) имеем
разложение

где

Здесь через ix, у) обозначено скалярное произведение векторов х и у.
Функцию 0(у) можно считать измеримой ([ ! ], с. 409). Приравняем в
формуле (4) f{x,y) = 0 и /(х+Ах, у + Ау) = 0 и выразим из фор-
мулы (4) приращение Ау, взятое параллельно вектору нормали поверх-
ности 5 (х, 0) в точке у, через

В силу условия 3 теоремы существует Ах такая, начиная с которой
if'vix, у), f' y (х, у) ) у > 0 для всех у поверхности s(х, 0). Проекция
приращения Ау на внешнюю нормаль —f/y{x,y)\\f/y {x,y)\\~ l множества
{у : f (х, у) 0} равняется

Функция I{у) имеет вполне определенный геометрический смысл. Она
равняется по абсолютной величине отрезку между поверхностями
S(x, 0) и s(х-|-Ах, 0), взятому параллельно вектору нормали поверх-
ности s(х, 0). Функция I{у ) является положительной, если отрезок рас-
положен вне множества {у : f{x, у) o}, и отрицательной, если отрезок
расположен внутри множества.

Приращение функции вероятности v{x) выражается в виде раз-
ности m-кратных интегралов от функции р{у)

где
и

Эти m-кратные интегралы можно выразить через т —l-кратный
поверхностный интеграл

где h{tj)=y+f'y{x,y)\\f'y{x,y)\\-4{y)@i{y), o<9i(^Kl,
Это выражение можно получить непосредственно, учитывая то, что
объем элементарного кривого цилиндра AV, боковая поверхность кото-
рого образуется нормалями поверхности S{x, 0), с точностью до беско-
нечно малых высшего порядка относительно \\Ах\\, равняется AV =

AS xl{y), у е Sx,
где А5г - площадь основания элементарного ци-

линдра.

Q(*n —*)= min \\yn w\\, yn^S{xn, 0),
0)

/ (*+Ах, у+Ау) =f{x, у) +(/'* (х,у), Ах) + (,f'y {х,у), Ау) ,

х=х+@{у)Ах, у=у-\-@{у)Ау, (*/)<!.

\
f'vjx,y){f'x{x,y),Ax)

{Гу{х,у),Гу{х,у))

// \ if'xjx, у),Ах)\\l'у{х,у)\\
(f'y{x, Ю »/'»(*. У))

и (х+Ах) V(x)=Jf... fP{y)dy //.../ P{ty) dy,
Vi v 2

f{x, у) <o}

Vz={y-f{x+Ax,y)<:o, f{x,y)^o}.

и (*+Лх) v(x) —f ... f l(y)p{h (у) ) dS+o(llAxil ),
S{x,0)
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По определению функция I{у) положительна для области V\ и отри-
цательна для области 1Д-

Итак,

причем остаточный член равняется

Покажем, что выбирая )|Ах|| малой, отношение ■■ можно
I|Ах|l

сделать сколь угодно малым. Допустим, что 11АхЦ настолько мала, что
if'y{x,y), f' y (x, у)) у>o на множестве Q = {y.\\z y\\ < q(Ax),
геs(х,o)}. Обозначим предельные значения непрерывных функций
на компакте через

Непрерывные функции f'x {x,y), \\f' y {x, у) ||, р{у) на компакте Q равно-
мерно непрерывны, следовательно, для любого е > 0 существует б > О
такое, что если выбрать \\Ах\\ настолько малой, что q( Ах) б, то

__

max (||f'x {.х, у) —f' x {X, у) ||, ( \\f' y (х , у) ||— \\f'y {х, у) || (, \р ( h (у) —р {у) |)< е.
lly-J/IKl|Ayll
Тогда остаточный член оценивается таким образом

По предположению теоремы поверхностный интеграл f ... JdS суще-
-B{х,o)

ствует. Теорема доказана.
Наиболее жестким из условий теоремы 1 является требование огра-

ниченности множества S (х,O) — {у \ f (х, у)= o}. Если отказаться от
этого требования, то верна

Теорема 2. Пусть 1) частная производная f'x {x,y) и плотность
вероятности р{у) непрерывны,
2) функция f'y {x,y) удовлетворяет условию Липшица по у и функ-
ция \\ГУ {х,у) 11 положительна на множестве S{x, 0);
3) существует поверхностный интеграл

и (х+Ах) —v(x) =/.../ {f'x (х, у) , Ах) р (у) ||У у{х, у) ||-ОД+со {х, Ах)
B{х, 0)

rvssr******

x=x+@{y)Ax, - j f'y{x,y) {f'x {x,ft),Ax)
у=у+в(у)Ау. h(y)=y+

О<0(0)<1, 0<в1(у)<1.

max (Of'* (я, у) ||. \\f'y{x,y)\\, p{y))=Ki, mm\\f'v {x,y)\\ =K2.
y^Q

\(д{х,Ах)\ Г Г|| f'xjx, у) P(h{y) ) f'x{x,y)p(y)
im X.o) 1 \\Гу{*.у)\\

S(x,o)

f ■■■lf'* {х, у) Р (у) Wf'y {X, у) l|-4 dS;
Spc.O)
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4) для любого ограниченного множества Q существует интеграл
f ... f d-S;
S(x,o)f]Q
5) для любого е > 0 существует ограниченное множество Мcz Y и
Õ> О такие, что если ||Ах|| <б, то 1^УЧм (*+А*)— vy^M (x)J^e||Ax||,
где vy\mW= //•••/ Piy) dy-

Y\Mr\[y:f{x,y)=o)
Тогда функция вероятности v{x) дифференцируема по Фреше в точке
х и градиент v' (х) равняется пг — 1-кратному интегралу

Доказательство. Зафиксируем &> 0. Тогда существует огра-
ниченное множество М и öi > 0 такие, что если \\AxW öi, то

И

Имеем

Согласно теореме 1, на множестве М можем выбрать 62 > 0 такое,
что при ||АхЦ Õ2

Итак, для любого е > 0 существует б = min (61,62) такое, что

Рассмотрим задачу минимизации функции вероятности

Использование градиентного метода для решения этой задачи затруд-
нительно, так как приведенная формула (3) для вычисления градиента
функции вероятности влечет за собой громоздкие вычисления. Помимо
вычисления сложного интеграла по т — l-мерной поверхности, нам по-
требуется еще точно знать явный вид функции плотности вероятности
р{у). Оказывается, что эти трудности можно обойти.

Предлагаемый ниже стохастический псевдоградиентный метод для
минимизации по параметру функции вероятности v{x) = P[f(x,l{ со))

o] не требует ни знания плотности вероятности р{у), ни проведения
громоздких вычислений. В этом смысле он напоминает известный гра-
диентный алгоритм стохастической аппроксимации Роббинса—Монро [2 ].

Алгоритмы стохастической аппроксимации для решения задач, со-
держащих функции математического ожидания, нашли широкое исполь-
зование начиная с работ [2 - 3 ]; условия их сходимости хорошо изучены.
В работе [4 ] исследована сходимость целого класса алгоритмов стоха-
стической оптимизации, так наз. стохастических псевдоградиентных
алгоритмов.

Приведем общий вид стохастических алгоритмов

где Ху еX, yk детерминированные скалярные множители, зависящие

v'{x)=f ...ff'x {X, у) p (у) Wf'y {X, у) W-'dS.
S(x, 0)

Vjl'+W -~ vy\m (x)\=\P{f(*+bx,U«>))>o. |(«)еУ\М}
P{f(x,l(«<))> o. |(ш)еГ\АГ}|<е||Ддг||

I /•••/ f'x{x,y)p{y)\\f'v {x,y)\\- i dS\^e.
S(x,o)f]Y\M

| и у\м ( Х +А*)—(*) /
•••

/ {f'x{x,y),Ax)p{y)\\f'y{x,y)\\ idS\^
B(х,O)ПУ\М

<2е||А*ll.

|v M(*+Ах) vM (x) f...f (f' x(x, у) , Ах) р (у) ||f'y (х, у) lа|| Ах\\ .
S{x,o)f]M

и*+л*) V(х) 1 ... / (f'x (х, у), Ах) р (у) Wf'y (X, у) <ЗеЦАдс||.
S(x,o)

min и{х).
хеХ

Xk Xk—l ~~- yh.Sk,
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только от k, Sh реализации случайного вектора в X. Следуя работе
[4 ], назовем стохастический алгоритм для функции v{x) псевдоградиент-
ным, если

где Esk математическое ожидание случайного вектора Sh-
Для функции вероятности v{x) определим Sh следующим образом;

где ук первая очередная реализация случайного вектора, для которой

Смысл и выбор значений уточняется ниже.
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда суще-

ствует последовательность чисел öh > 0 такая, что если гн би, то
алгоритм (5), (7), (8) является псевдоградиентным.

Доказательство. Пусть В противном случае нера-
венство (6) выполняется автоматически. Используя определение Sh, вы-
разим математическое ожидание Esk через m-кратный интеграл

Здесь pk(y) определяется через р{у) с учетом того, что используется
лишь та реализация уь, для которой выполняется неравенство (8):

где

Используя теорему 108 [s ], перепишем m-кратный интеграл (9) в
виде

где
По теореме о среднем значении имеем

и аналогично получаем

Так как непрерывные функции f'x {xk ,y), \\f' y {xh , у)\\, ph{y) на ком-
пакте равномерно непрерывны и поверхности S{xk,w) и S{xh,w) при-
ближаются к поверхности S{Xh, 0) равномерно, то

где Oi(eft) бесконечно малая величина высшего порядка относительно
eft и

(v'{xk), Es k ) >O,

Sh=f'x{Xh,yh),

]f {Xh, Ук) e/j>o.

Esk= ff •••/ f'x {Xk,y)ph{y)dy.
I f<xH ,v)\*ZeK

ph{y)=~—— И p h {y) =O, если P{xh,Bk) =О,P(Xk, Eh)
Р (x h ,

гн) =//•■•/Р(У) dy
\Кхк ,У)\<ек

П • ■Jf'xiXk, y)pk{y)dy= J dw f.. .ff'x(Xk, y)ph{y) ll f'v{Xh, y) Ih 1 ds,
IКхк ’У)\<ен ~eK S{xk ,w)

S{xk,w) = {y:f{xk ,y)=w}.

Es k =2&k J.. .J f'x (Xk, y)Pk (у) II f'y ( xh, y) Ih 1 dS, —eh<w < eh
S(xH ,w)

P{Xk, Bft) =2ek f ■• JР{у)\\!' у {хк ,у)\\-' dS,
S{xK ,w)

Esk =2eh f ... / f'x (xh ,
y) ph (у) II f'y (xh , у) Ih 1 dS+Oi (e ft ),

S(X K. 0)

P{Xh, Eh) =26a/V+°2(efe) ,
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Заметим, что Ру >■ 0, так как \\f'y {Xk,y) II > 0 и по предположению, сде-
ланному вначале, v' (ху) Ф 0.
Перепишем Esh в форме

Тогда выражение в (6) примет вид

Следовательно, существует бй » О такое, что если ей <7 б*, то
{v'(Xk), O. Теорема доказана.

Покажем, что значения бй, при которых алгоритм (5), (7), (8) яв-
ляется псевдоградиентным, можно вывести и явно. Одна, хотя и до-
вольно грубая оценка, определяется следующим образом.

Теорема 4. Пусть существуют предельные значения

где L u L 2,Ls постоянные Липшица по у функций р{у), f'v {x,y) и f'x {x,y )
соответственно и пусть

Тогда алгоритм (5), (7), (8) будет псевдоградиентным, если

где

Доказательство этой теоремы весьма громоздко и малоинтересно и
поэтому здесь не приводится.

С вычислительной точки зрения предпочтительнее выбрать е& как
можно большей. Чем больше ей, тем меньше реализаций уи, не удовле-
творяющих неравенству (8), потребуется отвергнуть. При этом умень-
шится соответственно и объем вычислений. С другой стороны, из нера-
венства (10) следует, что для установления алгоритма (5), (7), (8)
сходящимся псевдоградиентным алгоритмом необходимо выбрать Bйo
при k-+- 00.

Отметим, наконец, что требование бй Iиз условия (10) несуще-
ственно. Это требование введено лишь для упрощения оценки (10) —(12).

Автор выражает признательность И. Петерсену и Т. Тобиасу за цен-
ные замечания.
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Е. RAIК

TÕENÄOSUSFUNKTSlOONI DIFERENTSEERUVUS PARAMEETRI JÄRGI JA ТЕМА
OPTIMEERIMINE STOHHASTILISE PSEUDOGRADIENDIMEETODI ABIL

Esitatakse tõenäosusfunktsiooni diferentseerimise tingimused parameetri järgi ja
gradiendi kuju ning konstrueeritakse stohhastiline pseudogradiendimeetod tõenäosusfunkt-
siooni minimeerimiseks.
E. RAIК

THE DIFFERENTIABILITY IN THE PARAMETER OF THE PROBABILITY
FUNCTION AND OPTIMIZATION OF THE PROBABILITY FUNCTION VIA THE

STOCHASTIC PSEUDOGRADIENT METHOD

The differentiability conditions of the probability function are given, the form of
the gradient of this function is deduced and the stochastic pseudogradient method for
optimisation presented.
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