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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ СХОДИМОСТИ
РАЗНОСТНЫХ МЕТОДОВ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА
НА НЕРАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ

Н. JOKK. DIFERENTSSKEEMIDE KOONDUVUSEST EBAÜHTLASE VÕRGU KASUTAMISEL MIT-
TELINEAARSETE TEIST JÄRKU DIFERENTSIAALVÕRRANDITE LAHENDAMISEKS

H. JOKK. CONVERGENCE OF DIFFERENCE SCHEMES WITH NON-HOMOGENEOUS GRID FOR
SOLVING NON-LINEAR SECOND-DEGREE DIFFERENTIAL EQUATIONS

Для решения нелинейных дифференциальных уравнений второго по-
рядка с разрывными коэффициентами обычно используются разностные
схемы, которые в случае линейных уравнений совпадают с известными
схемами А. А. Самарско/го [ ! ]. По сравнению с [’] мы отказываемся от
положительности или сохранения знаков коэффициентов линейной части
уравнения. В статьях [2 - 3 ] рассмотрены вопросы о сходимости разност-
ных схем для линейных дифференциальных уравнений второго порядка
и соответствующие задачи собственных значений.

Рассмотрим нелинейную краевую задачу
Lu [k{x)u'{х) {х)и' {х) -\-q {х)и{х) =.f{x, и{х), и{'х)),'
llu=\ l u(0) k{o)u/ {0) = \xl,

(1)
I2Ul2 U=V2U{\) и' (\) = (Ll2)

где vi. v 2 и }ij, Ц2 некоторые постоянные, а функции 1

q{x),r{x)<= Q, и f {х, и, v) е U^ 0- 1- 1).

Всюду в дальнейшем предполагается, что

\и, у)|^Мl+М2|и[а+Мзlа| а,

jf'v{x, и, u)|^M4+Als |w| 04-A[6 |u| a,

1
где a=const (ai>o) и 1/vi-fl/v2+ / dx/k{x) фO, 0-<c'^\k{x)\^.c".

о

1 Мы используем следующие обозначения: класс к раз непрерывно диф-
ференцируемых функций на отрезке [O, 1]; Q(Ä > класс к раз кусочно-непрерывно
дифференцируемых функций на отрезке [o,l], т. е. u е Qi 11), если и непрерывно диф-
ференцируема к раз, за исключением конечного числа точек разрывов, где и и ее
производные имеют конечные односторонние пределы: Q(0) =Q; Оo> =С;
класс нелинейных функций, которые имеют частные производные соответственно
к, I и m-го порядка по первому, второму и третьему аргументу. При этом нелинейная
функция и ее частные производные непрерывны по второму и третьему аргументу,
а по первому могут иметь конечное число разрывов первого рода вдоль неко-
торых прямых х Xi. Если функция f имеет все частные производные до к- го
порядка включительно, то используется обозначение f е
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Пусть дана неравномерная сетка со п на отрезке [o,l], т. е. сетка,
которая удовлетворяет условиям o=хo< Х\ <С ... <С хп-\ <! хп =I,

hk =Xk Xk-i и max(max hk /h h +i, max hk+i/hk) = const.
k k

Используя разностные производные
yx={yi+i yi)Jhi+ i, y-={yi yi-i)/hi, y* = {yi+i yi)JIU,

где
fti 0,5(),

составим дискретную задачу (разностную схему)
(ay^)-+b+yx+b-y-+dy=iр++<р-,

viz/о k (0) [hil2fLi{y x,o yxA)-'r yXio ] =m, (2)
V2Уп+k(1) [hn /2Hn- 1 {y~ n

y-n_i) +У- п ]=

где коэффициенты 0), bi, bf, di ■— постоянные. В компонент-
ной записи ф+ и ф~ имеют вид

фг == (Xi , Z/i, Уx,i) 1 ф'l == hi/2hif (Х{, Z/г, •)

0= 1,2, п- 1).
Пусть выполнены следующие условия 2

1° o<с'<ф*|<с" ( z =l, 2, п— 1; п= 1,2, ...);

о
2° max I (щ) —1 (c4)“IH~O при п-^оо;

(хг -_,,х 1.)(~|Щ=0
л. 0 . ,

3° max {\bi \bi ]} щ =const, max |bl —bi | —П),
1 I^г^тг—l, (х^х l+ 1у 2)р|Щ=o

0_
max \bi —bi I—>-0 при zi->-oo;

0
4° max \dii^cz—const, max \d--L di\-+0 при n->- 00.

KisSn-l I<г<тг-1, (эс < _ 1/2> х г - + , /2)р)Ш=o

где
0 Xi 0

г+'/2 О Xi

ai=[\jhi.J dxjk (x)) -1
, di=\/fii f q(x)dx, bi =\/fii f r(x)dx ,

x .
,

x . ~ ac • i,г—l г— Vs г—Vs

xi+'/20+ /2

bi =\/Hi f r(x)dx, x.+l =o,s(Xi+Xi+i) (i= 1,2, n— 1).

Теорема 1. Пусть задача (1) имеет решение и*, функции k{x) &■
QO), /(х, и, и) gPO ' 0, условия 1°—4° выполнены и

линеаризированная задача
12 Через Ш обозначено множество всех точек разрывов функций k, q, г и f

и их допустимых производных (имеются в виду производные, существование которых
предполагается в определении классов Q и W) .
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~[k{x) и' (x) ]'-fИ*) f'v {X, U* (X), {u* ix) Y)]u'(x) + (3)
-!-[q{x) f'u{x,u*{x),{u*{x))')]u{x)=o, hu =O, ku = 0

имеет лишь нулевое решение и{х) =O.
Тогда задача (2) имеет при п> п0 единственное решение у* и при

п-+оо справедлива сходимость

11“* —У’ll= max
г=o

где р a-f 1 любое фиксированное число.
Теперь рассмотрим краевую задачу (1), где

k (х), г (х), q (х) <=QW и [(х,м,l))еР, (4)

и соответствующую ей дискретную задачу (2), где постоянные опреде-
лены следующим образом:

>

ai =k{Xi 0,5hi)-\-o{hf),

di= hi4t +ftW.+Oi(fty_

)^ (+o(jP<)i
' 2

(5)
b-=—- /7 r’~+o(№■.), (ai, a2= const)

bt=^r^+~^rr 'i+ 4=l 2. )

>

или
о 0

_

0_ °

+

ai=au di—di, bi —bi , bj =bt {i= 1,2, ..., n —1). (6)
Тогда верна
Теорема 2. Пусть существует единственное решение и(х) =0

линеаризированной задачи (3) и решение и* задачи (1) с условиями (4).
Тогда задача (2) с коэффициентами (5) или (6) имеет при пу> п0
единственное решение У* и на сетке соп =э ЗИ справедлива оценка

НУ* «*ll^cp [Ä2-f -1 h2P+i )in\ (o<cp ='const) .

i= 1

Доказательство теорем 1и 2 основывается на результатах [ 4 ] о соб-
ственной сходимости операторов.
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