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Элеонора ЯРВ

СВОЙСТВА ФУНКЦИОНАЛА С ЧЕБЫШЕВСКОЙ
УСТОЙЧИВОСТЬЮ

В работе изучаются следующие свойства функционала F= (м г-)о°, об-
ладающего чебышевской устойчивостью: 1) асимптотическое поведение
ип\ 2) последовательность («*)“ является последовательностью с ми-
нимальной длиной чебышевского критического интервала для каждого
частичного отрезка («г) о” начиная с п = 2.

Линейный функционал Fn в пространстве алгебраических полиномов
{Р„(*)} степени не выше п с равномерной метрикой будем задавать
в форме Fn={[i k )o, положив F n {xh ) —рь {k —O, ... , п) .

Заданный в такой форме функционал будем называть (согласно [ ! ],

с. 24) отрезком-функционалом и иногда отрезком, а числа
рь {k —0, ...

,
п) его параметрами.

Полином Qn (х) (Н QnÜ —1) будем называть экстремальным или об-
служивающим функционал Fn, если F n {Qn ) = +Nn, где Nn норма
F n, а точки 0 Oi 1 (i =l, ... , s), в которых |Q re (<тг -)-| =l, его
узлами.

Паспортом полинома Q n {x) (HQn ll =1) назовем ([ ! ], с. 74) тройку
чисел [n,s,p], где п степень Q n (x), s число е,го узлов, р число
повторений на [O, I], причем повторением называем факт, когда двум
соседним узлам аг- соответствуют одинаковые знаки отклонений.

Если отрезок-функционал (ph)o ([*], с. 26 и 38) имеет экстремаль-
s

ный полином Qri(x) степени п 1, то = (k = 0,... ,п) у

i=i
где (сТг)Г есть узлы полинома Qn {x). Такую структуру назовем узловой,.
а числа (ö*)i s нагрузками узлов полинома Qn {x). Среди чисел (0г ) i

S

могут сказаться и нули. Те из узлов щ, у которых Ог ф 0, назовем нагру-
женными.

Паспортом отрезка ((i,) O ([ ! ], с. 74) назовем тройку чисел [п, s, р],
где п степень его экстремального полинома, 5 число нагруженных
узлов этого полинома, р число повторений на [o,l].

Каков бы ни был отрезок-функционал (р,)" =Оо, . on-i (ГЬ
с. 47), существуют два числа а' п <С р"п таких, что отрезок (рг)о =

== ЦO. •• •
• Цтг—l, Цп
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а) при обслуживается полиномом Чебышева -j-7' n (x) =

= cos я arccos (2х —1) и не обслуживается им ни при каком значе-
нии < |х" я;

б) при р п р'п обслуживается полиномом Чебышева —Тп(х) и
не обслуживается им ни при каком значении рп > р/п .

Интервал (р/ п , р/'п) называется чебышевским критическим интерва-
лом отрезка, имеющего базис (р*)" -1 ,для я-го параметра.

Устойчивым функционалом Fn = ро(0), , Pn(©) (t 1 ]» с - 164)
будем называть такой отрезок-функционал с переменным парамет-
ром @, который в области изменения параметра обслуживается, по-
мимо полиномов Чебышева ±Тп {х), только полиномами одного посто-
янного паспорта. Отрезок-функционал F n = «о, •• • , «n-ь а п ■+ © с пе-
ременным я параметром, который при —оо <с ©<; оо не имеет, по-
мимо полиномов Чебышева +Т п {х), никаких других экстремальных
полиномов степени я 1, называется отрезком-функционалом с чебы-
шевской устойчивостью. В [2 ] и [3 ] нами установлено, что существует
единственный (с точностью до множителя) функционал Р={щ) 0

°° с че-
бышевской устойчивостью, т. е. такой функционал Fна С [ol] , у которого
каждый частичный отрезок F n =(Ui) J 1 обладает свойством чебышевской
устойчивости.

В [ 2 ] и [3 ] дана также конструкция этого функционала
I / п—l J \

Un (1)
i= l

где (т i >n )o узлы полинома Чебышева Т п {х) = cos я arccos (2х —1)
и доказано, что длина чебышевского критического интервала для я-го
параметра отрезка Fn =(w2 -) 0

n вычисляется по формуле

(2)

В данной статье займемся изучением свойств функционала
F=(Ui) о

OO
.

I / п-1 п J \

Теорема 1. ип = Ц'п.п-' ——j есть бесконечно малая, имею •

2 =1

щая порядок малости —— .

Уя
n_l

п 1Доказательство. Обозначим при я = const Ф п —

—— и
г=l

оценим Фп двусторонним образом. Для этого разобьем Фп на группы
слагаемых, взяв в каждой группе по []/я] членов, где через [Уя] обо-
значена целая часть Уя.

Имеем
(Vn]

Фп= +Яп, (3)
г=l

где
о I|_ п , 1 П

°[Упl,п 2 ' ' Тп-[Уп]+l,п ’
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О
_

n _i . n
[Уп]—l,п n—[in],n' ’

'
'

' 2[Уп]+l,п ’

о n
_

__l_ j n

l,n T n—([yn)— l)[Уп],п-"Г ‘‘ ‘ ' n—[Уп] г+l,п ’

nn_ I I n
n n—[yn] 2 ,n ’ * ' ~rT l,n*

Заметим, что Rn О при д точном квадрате. Найдем для R n мажо-
ранту, используя, что

д [У^]2^2[Уд].
Имеем

R <т” + ...+Т"-, <2[]/п]т п
.,- =2 [Уд] sin2"^--^

п I,п * 1 2[Уп],?г L 1 л 2[угг],п l г j

Уд (sin 2 —-j-)”
.V Ум 7

Вследствие монотонного убывания sin л/Уд по я при п 16 справед-
лива оценка

(«)

Этим остатком в общей оценке можно будет пренебречь. Определим
миноранту для Фп :

Фп+“>5 гу-1 >[Уп]тп
= [Уд] sin 2»

1 2 [уп],п Lr J п—[Уп],п L ' J 2n

■= [Уд] COS 2n >Уд (COS 2—.
2n ' 2 Уд 7

(л \n
COS 2 ) ПО n при

2 Уд 7
д 4 справедлива оценка

07i+ (5)
2 16 7

Определим мажоранту для Ф,г :

[УЩ
_

Фгг< JŽ [l/ n bn_klR;]tn-
fc=l

Так как

[УпУ - <y^(sin«. (
-

B--* [V" ]l„),‘

=.' J \ 2д /

= (* = 0 [уй]),
то
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-

[Vn ] И V/г]
Фп <ynj£ cos 2" ——— я.

' 2лft=о

При 0 х [}
;л] имеем

_ _ [in] _ ге/2

JJcos2»
- ——!-я<l+ / cos 2ri ——————— я< 1-[ —з— jfcos 2" / dt=^

/.—о 2л о 2л я[Ул] о"
2л 2л! я

я[Ул] 22"(л!) 2 2

Отсюда, воспользовавшись формулой Стирлинга, получим

®„<y«(i+—^—С). (6)
' [УМ Уя 7

Таким образом, из (5) и (6) имеем

[Ул] 1 г ( 1 , 1 \
-LL- 1 <Ф„<Ул( Н ,

16 2 х [Ул] Уя'
(7>

(i+J|——).
16л 2л Ул ' [Ул] Уя

Из (7) следует, что ип есть бесконечно малая, имеющая порядок мало-

сти —— . Теорема доказана.
Ул

Теорема 2. Если через {А'/(Т)" и (А" (2) )£ обозначить нагрузки при

разложении отрезков {vi)o —vo, ..., v n-i, vn
" и (фи)* =.фо, • , фп-i, фп"

по узлам (тг>)” полинома Чебышева Тп(х), то для длины чебышев-
-7Т_„lского критического интервалап-го параметра отрезка (базис (vi+фг) о )

имеет место формула
(А (") —А("))

L “=- (8)

где

А<")= шах 8г А"(2 >|,
1 г,п г,п I

А(")= min е» lArw+Ä''®!,
o<г<п 1 г ’" г ’" !

Г 1, если O<Т-<л;
Ei— 1

1 2, если i= 0, i=n.

Доказательство. Рассмотрим отрезок-функционал
, V П ГГ И
(Pijo =То+фо, Vn-I+фп—l, Vn+фп.
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Его экстремальным полиномом является Т п {х), и нагрузки {&г, п )о при
разложении этого отрезка по узлам (т*, п )оП определяются выражением

д. =Д"(1)+Д"(2) (i =O, п).г,п г,?г * г,п 4 7 '

Возможны два случая: 1. Ненагруженные узлы отрезков (vj) 0n и (фг)оп

полностью или частично совпадают. В этом случае среди чисел (Д г- >П ) 0
П

есть равные нулю, а это означает, что Д(п ) =0; Тогда,
согласно теореме 2из [4 ], получим (8).

2. Ненагруженные узлы отрезков (vi)o n и не совпадают.
В этом случае среди чисел (Аг,п)" нет равных нулю, а это означает,
что Будем искать М- п - Для этого введем в рассмот-

рение отрезок- функционал (уг)” = oо, on-i, hn .
Этот отрезок отличается от отрезка, определяющего полином Чебы-

шева Ч-Тп {х) только множителем h ([ ! ], с. 45), следовательно, Тп {х)
его экстремальный полином с нагрузками вычисляемыми по
формуле

02п-1
ö'' n =(—l) п“ г' —h (i=o. ...,n). (9)

’ S i fl

Рассмотрим теперь отрезок (р* — Уг)о- Его нагрузками при разло-
жении по узлам (т г>)о будут числа (A*,„ — £ч,п)о- Согласно кри-
терию экстремальности (Г], с. 40), для того чтобы полином этого от-
резка Тп {х) был экстремальным, необходимо и достаточно выполнения

// . //

при всех i либо Sign(Af,n б г-,п) = (—1) п_г
, либо Аi,n — бг.п=0 (но

.4 // //

не все г), причем, если хоть одно из чиселАг, п =O, тОрп =рп — уп -

Обозначив через Ы' максимальное из чисел h, удовлетворяющих
системе неравенств

22n ~ i
jАг,гг | {i=O, ..., п),

получим
h"=A^~—• и" =v" 4-ih" Ж п)

——— •
„ 2Zn~1 ’ n "n иt n и 22n_1 ’

4;=4s+4'?-<- i)-it' (»=o,(io)
Ьг

Отсюда и согласно теореме 2из [4 ] получим (8). Теорема доказана.
Теорема 3. Последовательность (иг)“ является последователь-

ностью с минимальной длиной чебышевского критического интервала
для каждого частичного отрезка (и*) 0

П начиная сп= 2.
Доказательство. Рассмотрим отрезок-функционал

П гг

(,Пг)о == tlО, •. •
, Un— 2, 11ц— Pn {h)

с переменным (п —1) параметром и докажем, что имеют место фор-
мулы: |
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а) если n нечетное, то

если 0;

L n (h) =

—-(1-2т,,„)Л, eели —<Л<o; (11)

1 , 1
—г —

", если «< ——

;22n-2 22n - 2Ti, n

*б) если п четное, то

f если l fel< ;
МА) = { j" (12)

I № если

Лля нахождения L n {h) воспользуемся (8), положив

(Vi)o == oо, •• • . o«—2. hn —1, Vn (/z) (”фг)о == "о, ■■ ■ , "n— l, "n •

Тогда нетрудно показать, что

22п-1
( При /г^О,A"W=J Ein (13)i,n 1 2Zn ~i '

(— 1) п~*(1 Xi,n)h при /z<o.L Zitl
Из [2 ] и [3 ] имеем

а) если n нечетное, то

»№,..[=- (‘= 0' (14)

■б) если n четное, то

AA2 ) =0; B.lА"£)|== (z =O, (15)2г+l,п г I 2t,n I Д, \ 2 '
v ’

Отсюда
а) если /1 нечетное, то

2 2 2n_1

[_, h t если 0;n n

Д(п) = J_? (1— ti.n)— Л, если ——
\ s^/z<o; (16)

" " 22n~2ti,n
22n_1

, ,
1

", если he —— ;

n 22n_2Ti,n

r 0, если 0;
22n-i j

Ar=
tj-“—*■ еслн -^=чген<o; (l7)

T- если A<- -

2,„

‘

t
-

t

.
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Подставив (16) и (17) в (8), получим (И),
б) если п четное, то

2 22п~1
Г 1 h, если 0;

Д(«)= J П П
(18)

] 2 22п~1 к }

h, если h<C. O;1 п п
2 1Г ■—, если \h\ —

;

П п ~Xi’ п (19)
Н ) 22n~l 1 К }

[ъ,п К если |/,|< 2^—
Подставив (18) и (19) в (8), получим (12).

Таким образом, независимо от п L n {h) минимальна при h = 0; еле-
-д 2довательно, если мы имеем отрезок-функционал (Ui) o и хо-

тим его продолжить так, чтобы L n была минимальной, что в качестве
{п —1)-го параметра необходимо брать ип- ь и («г)о°° будет после-
довательностью с минимальной длиной чебышевского критического ин-
тервала для каждого ее частичного отрезка начиная с п - 2.

Следствие. Для длины чебышевского критического интервала Lrt.

любого отрезка-функционала (ц г-) 0
п имеет место оценка

(2°)
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Eleonora JÄRV

TŠEBÕŠOVI TÜÜPI STABIILSUSEGA FUNKJSIONAALIDE OMADUSI

Artiklis tõestatakse, et Tšebõševi tüüpi stabiilsusega funktsionaalidel F (Ui)o°“ on
järgmised omadused:

1) u n läheneb nullile kiirusega \Цп\
2) kui n 2, siis iga osalõike (u,) 0 n jaoks on (Ut)o°° Tšebõšovi kriitilise vahemiku

minimaalse pikkusega jadaks.
Teoreemi järeldusena on saadud suvalise osalõike F n (Ui)o n Tšebõšovi kriitilise

vahemiku minoranthinnang.

Eleonora JÄRV

PROPERTIES OF THE CHEBYSHEV STABLE FUNCTIONAL
In the present paper the following properties of the Chebyshev stable functional

F = (Ui) 0
°° are investigated:

1. u n tends to zero and is of the order 1/T’n;
2. (ui)o“ is a sequence with a minimum length of the Chebyshev critical interval

lor each partial segment (u,-)o n beginning with n— 2.
As a result of this theorem, we get the minorant evaluation for the Chebyshev

critical interval of any segment-functional F n ■= (p,)o n .
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