
EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. 22. KÖIDE
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA. 1973. NR. 1

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ 22
ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА. 1973, № 1

УДК 512 ; 519.4

У. КАЛЬЮЛАИД

О СТЕПЕНЯХ ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО ИДЕАЛА

В работе доказывается, что пересечение всех конечных степеней фундаментального
идеала в целочисленном групповом кольце артиновой группы Г является нулевым в
точности тогда, когда группа Г конечна и примарна. Исследуется также убывающий
ряд трансфинитных степеней фундаментального идеала. В частности, вычислен индекс
стабилизации указанного ряда для некоторых классов групп. В статье используется
язык и факты теории пар (см. Б. И. Плоткин [’])• В силу этого некоторые известные
результаты излагаются здесь в новой форме, а часть из них получает новые доказа-
тельства.

Пусть Z кольцо целых чисел, ZT групповое кольцо группы Г
с целочисленными коэффициентами. Фундаментальный идеал в кольце
ZF это множество А всевозможных конечных сумм Е щуи где щ<= Z,
уi еГ, таких, что Е rii —O. Степени идеала А определяются индук-
тивно, т. е. A v = А^-1

• А для непредельного v, и Av = П А 1̂ Для ПреДеЛЬ-
nCV

ного порядкового числа v. Поводом для рассмотрения степеней фунда-
ментального идеала служат прежде всего вопросы, касающиеся ста-
бильных представлений группы Г: ряд

ZF=5A=)A2=d ... idAv idAv+l Z3 ... (1)
является нижним стабильным рядом в свободной линейной паре
{ZT, Г).

Свойства ряда (1) исследовались в ряде работ [2~9 ]. Настоящая
статья посвящена этой же теме. В частности, здесь приводится развер-
нутое изложение результатов, анонсированных в сообщении [ lo ], однако
знание последнего для чтения данной работы не является необходи-
мым.

Пусть т = т(Г) индекс стабилизации ряда (1), т. е. т является
таким порядковым числом, начиная с которого Ат = A t+l = ... . Здесь
вычисляется т(Г) для некоторых классов групп. Далее, пусть со пер-
вое бесконечное порядковое число. Нас будет, в частности, интересовать
класс групп Г с т(Г) = со. Однако полученные относительно этого
класса результаты не являются полными и задача заслуживает даль-
нейшего изучения. Решение общей задачи классификации групп с точки
зрения возможных значений индекса т(Г) является, по-видимому, весь-
ма трудным [7 ].

Известная теорема Крулля [ и ] о пересечении утверждает, что в
(коммутативном) нётеровом кольце R пересечение конечных степеней
любого идеала / представляет собой множество таких г<= R, что
г • (1 i) =0 при некотором i е /, т. е.
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оо

П /п = |г • (1 —г) =0 для некоторого с<=/}. (2)
П=l

Обобщения этой теоремы, а также развитие алгебраических и тополо-
гических следствий из нее содержатся в работах В. Крулля [ l2 ] и
О. Зарисского [ l3 ]. Ряд работ [ l4-16 ] посвящен аналогам теоремы
Крулля в справа нётеровых кольцах. Для конечной группы Г кольцо
ZF является справа нётеровым. Возникает задача описания тех групп Г,
в групповом кольце которых имеет место аналог теоремы Крулля.
П. Смит [9 ] доказал, что в классе конечных групп Г условие

ОО

( П А£)-(1 —х)=o для некоторого хеДг (3)
П=l

выполнено в точности тогда, когда группа Г нильпотентна. В данной
статье мы покажем, что вопрос о равносильности (3) условию т(Г) = со
решается отрицательно: существуют ненильпотентные конечные группы
Г с т(Г) = со.

Ниже, в § 0, кратко излагаются в нужной для нас форме некото-
рые известные понятия и результаты. В § 1 теорема Грюнберга о пе-
ресечении степеней фундаментального идеала доказывается для более
широкого класса артиновых групп. Следующий § 2 посвящен исследо-
ванию некоторых свойств ряда конечных степеней фундаментального
идеала. Приводится также новое доказательство одной теоремы Дж.
Бэкли. В §, 3 найден Z-базис модуля А® для конечной нильпотентной
группы Г и доказано другое усиление упомянутой выше теоремы Грюн-
берга, которая вместе с работой А. И. Мальцева [7 ] в значительной
степени стимулировала интерес автора к этой теме. В § 4 выясняется
поведение индекса т(Г) в классе конечных групп. Доказывается, что
для любого натурального п существует такая конечная группа Г п, что
т(Гп) со -Г п. При этом используется конструкция треугольного про-
изведения, введенного Б. И. Плоткиным [ l7 ]. Эта же техника позволяет
дать новое доказательство одной теоремы Б. Хартли [ lB ]. Наконец, § 5
посвящен различным замечаниям, в основном касающимся особенностей
поведения обобщенных размерных подгрупп.

Пусть F v v-й член нижнего центрального ряда для группы Г,
А фундаментальный идеал в целочисленном групповом кольце ZF и
D v =ГП (1 + A v). Включение F v с= D v верно в общем случае лишь для
конечных V. Для бесконечных v существуют контрпримеры как в классе
конечных групп, так и среди групп без кручения. Результаты, изложен-
ные в пункте 5.3, являются отрицательным ответом на один вопрос,
поставленный автору А. А. Бовди.

Я глубоко признателен проф. Б. И. Плоткину, который привлек мое
внимание к рассматриваемому кругу вопросов и беседы с которым
были для меня очень полезны. Я благодарен также Л. Кропу за многие
полезные обсуждения.

0. Предварительные сведения

Сформулируем ниже некоторые необходимые в дальнейшем факты
и определения.

0.1. Пусть К кольцо и Г произвольная группа. Если задано
представление группы Г автоморфизмами некоторого К-модуля G, то
говорят, что задана пара ( G, Г). Ниже мы часто будем пользоваться
языком и результатами теории пар (см. Б. И. Плоткин [ ! ]).
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Взаимный коммутант [С, Г] для пары {G, Г) определяется как под-
модуль в G, порожденный всевозможными элементами вида [g, у] =

——g +g°у,g GG, у e Г. Исходя из [G, Г], можно индуктивно опре-
делить подмодули [G, Г; v] для всех порядковых чисел v. Получим
нижний Т-стабильный ряд в G,

GidGild ... zdG vzdGx+iZd ..., где GV=[G, F;v].
Для регулярной пары (ZF, Г) этот ряд совпадает с рядом (1).

Теперь пусть для точной пары (G, Г) существует такое порядковое
число V, что Gv = 0. Обозначим через а первое такое v и будем гово-
рить, что группа Г допускает точное Г-стабильное представление типа
а* в модуле G.

0.2. Лемма. Пусть (G, Г) пара, в которой G абелева группа
и Г конечна. Если пара (G, Г) точна и в G имеется Г-стабильный ряд
типа со*, то группа Г нильпотентна.

Этот факт хорошо известен.
Следующие три утверждения (п. 0.3 и 0.4). принадлежат В. Г. Ви-

ляцеру. Их доказательства можно найти также в монографии
Б. И. Плоткина {[*], с. 458—464).

0.3. Предложение. Пусть (G, Г j некоторая групповая пара.
Если элемент оёГ является внешним нильэлементом относительно G
и [G, а] группа без кручения, то а чистый элемент.

Это предложение находит существенное приложение в доказатель-
ствах.

0.4. Теорема. Пусть (G, Г) групповая пара, и пусть сг ква-
зистабильный элемент в Г. Элемент о тогда и только тогда является
почти, л-элементом, когда [G, а] периодическая я-группа.

Мы будем пользоваться также следствием из этой теоремы.
Следствие. Если (G, Г j групповая пара и каждый элемент

из Г квазистабилен, то Г тогда и только тогда будет относительной
л-группой, когда [G, Г] п-группа.

0.5. Пусть даны две пары (Л, Р) и {В, Q) , прямое произведение
которых обозначим через ( G, Т). Определяя действие группы Т в
Ф = Нот {В, А) формулой

УЬ(=В, СреФ,
приходим к паре (Ф, Г). Пусть Г отвечающее этой паре полупря-
мое произведение. Полагая

Vж=Л, Ь(=В, среф, а=>ф =а, b °<р Ь-\-Ьц),
получим пару ( G

, Ф). Если действие группы Гв G определить форму-
лой

VgEEG, уеГ, (геГ, g>y= (£°ф)°Щ
то возникает пара (G, Г), которая называется треугольным произведе-
нием данных пар и обозначается (А, Р) А {В, Q) . Конструкция тре-
угольного произведения введена Б. И. Плоткнным в [ l7 ].

0.6. Целочисленные размерные подгруппы для группы Г это под-
группы Dn = Dn {T, Z) = [g^T\g —IеАф}. Они были введены
В. Магнусом для изучения свойств свободной группы. Пусть Г =

= Fi id Г2 :з... нижний центральный ряд группы Г. Тогда верно
Пр едложение. Для любой группы Г при всяком натуральном п

имеет место включение rn czDn (F) (см., напр., Дж. Лови [ l9 ] или
Я. Коннелл [ 4 ]).

5О степенях фундаментального идеала



0.7. Лемма (Бэкли). Пусть Г группа, g и h пара ее пере-
становочных элементов взаимно простых порядков р и q соответственно.

оо
Тогда элемент (g — 1) (h — 1) содержится в (f| А”) -А г (см. ра-

п=l
боту Дж. Бэкли [3 ]).

Доказательство. Пусть g' = 1 g -f- ... -f gv- 1 и h' =
=l+ h + ... + h4~l . Тогда (g l)g' =0 = (h — 1 )h'.

В силу взаимной простоты чисел р и q находим такие и, ueZ, что
up-\-vq=\. Далее, пусть x = ug'-\-vh'. В силу перестановочности
элементов gи И имеем (g — l)i (h — \)х= 0.

При пополняющем гомоморфизме имеем

е(х) =е (ug'g-vh') ==up-[-vq==l,
т. е. е(1 — х) =O. Другими словами, существует такой элемент
у = y(g,h) е А, что х— I—у.1 — у. Эти замечания показывают, что

:1- Ч

что и доказывает лемму.
0.8. Лемма (Хартли). Пусть группа Г содержит элемент х про-

стого порядка р. Тогда для фундаментального идеала Аci ZF имеем
(i) р{ I—х)€еАП
(ii) (1 — х) (1 — ур п

) еАп+2 для всех и п^o.
Эта лемма и ее доказательство содержатся в работе Б. Хартли [6 ].
0.9. Лемма. Пусть Г группа, разложимая в прямое произведе-

ние квазициклических групп и А фундаментальный идеал в кольце
ZT. Тогда верны соотношения

А=£А2 =А3= ... .

Это утверждение содержится в частично неопубликованной руко-
писи [2o ]. Приведем здесь доказательство этого факта.

Достаточно показать, что для каждой финитно-стабильной пары
(G, Г) эта пара в действительности 2-стабильна. Для этого рассмот-
рим полупрямое произведение Ф G \ Г, отвечающее данной паре и
берем в этой нильпотентной группе Ф радикал по классу групп, раз-
ложимых в прямое произведение квазициклических групп. Легко видеть,
что ГсгЗЦФ). Поэтому для произвольных и уь у2 Г имеем
[g, yi] е 9ДФ) и [[g, уl]. у2 ] =е, откуда немедленно следует 2-ста-
бильность пары ( G, Г). То, что А ф А2

, следует из того известного
факта, что всякая абелева группа допускает точное 2-стабильное пред-
ставление в некоторой абелевой области действия.

0.10. Лемма. Пусть группа Г бесконечна. Тогда в кольце ZT левый
аннулятор идеала А равен нулю (см. Я. Коннелл [4 ], предложение
4(и)).

1. Теорема Грюнберга

1.1. Пусть К\ и /С 2 коммутативные кольца с единицей и пусть
Ai и А 2 фундаментальные идеалы в групповых кольцах группы Г
над кольцами К\ и Къ соответственно. Всякий гомоморфизм колец ко-
эффициентов V : /Ci —>- К2 индуцирует естественным образом гомомор-
физм групповых колец v :/СД/С2Г. В частности, при всяком нату-
ральном п имеем гомоморфизмы vn : ZFZp nF. Непосредственной про-
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неркой можно убедиться, что при всяком натуральном k имеет место
соотношение (A^) v?i=A|.

1.2. Пусть даны коммутативное кольцо с единицей К, группа Г и
пара (G, Г) с абелевой областью G. Действие группы Г можно линейно
продолжать до действия группового кольца ДТ в G. Нам понадобится
следующая

Лемма. Если пара (G, Г) стабильна, то для любых двух переста-
яоеочных между собой элементов yi и у2, имеющих взаимно простые
порядки, в паре (G,KT) выполняется соотношение

g °(yi— l) (уг—l)=o.

Доказательство. В силу перестановочности элементов yi и у2
имеем

(~£+£ 0 Yi) + i—g Jrg 0 Yi) 0 Yz= g+g 0 Yi g 0 Yz+g ° YiY2=
= g+g °\i —g° yz-lg ° Y2YI = {g+g ° Yz) + (g-rg ° Yz) ° [G, yi] •

Зто вычисление показывает, что

G-(Y«-l)(Y»-l) =[[G,Vi],V2]<=[G,Yi].
.Аналогично доказывается включение G ° (у 2 —1) (yi — l)dtG,y2 ].

Пользуясь еще тем, что (у! —1)(у2 —1) = (у 2 —1) (yi —1), находим

Go(y1 _l)( Y2 _l)c=[G,yi]n[G,Y2]. (4)

Пусть Яг множество простых делителей порядка элемента уг , где
i=l, 2. Применение теоремы 0.4 показывает, что [ G , уг ] является
.я,-группой. По предположению, п\ Пя2 = 0. Следовательно, [G, уД П
П [G, уг] = 0, откуда в силу соотношения (4) вытекает справедливость
утверждения леммы.

1.3. Теорема. Пусть А фундаментальный идеал в целочислен-
СО

яом групповом кольце артиновой группы Г. Соотношение ПД п
= О

п=l
.имеет место в точности тогда, когда группа Г конечна и примерна.

Замечание. Эта теорема обобщает один результат К. Грюнберга,а s ]. теорема В), другое доказательство которого приведено в работе
Ф. Холла и Б. Хартли [2l ]. Еще одно доказательство этой теоремы при-
надлежит Б. И. Плоткину (не опубликовано). С любезного согласия
Ь. И. Плоткина воспользуемся этим доказательством наше доказа-
тельство теоремы 1.3 является не более чем модификацией схемы Плот-
ника.

Доказательство, а) Условие достаточно. Действительно, пусть
Г конечная /7-группа. Обозначим аддитивную группу кольца Zp nT
через А. Группа Л)\Г является конечной /7-группой и, следовательно,
лшльпотентна. Но тогда пара (Л, Г) стабильна. В свою очередь, ста-
бильность пары ( ZpnT, Г) равносильна нильпотентности фундаменталь-
ного идеала An d Zp nT. Таким образом, существует число m m(n)
такое, что Дт =O.

П

В силу 1.1 имеем теперь (A m) Vn czA™=o. Это показывает, что
Лт(п ) Ker vn . Но Кег хп состоит из всех тех элементов кольца ZF, все
коэффициенты которых делятся на р п

. Таким образом, имеем
ос

П Кег \п =O. Отсюда наше утверждение легко следует. Действительно,
(fl—i
имеем

7О степенях фундаментального идеала



со со
Аи сд П A™(n )cz П Kerv n =O.

п—l гг=l
б) Условие необходимо. Пусть 2 П ядро пары {ZT/A n

, Г). За-
метим, что уе 2П равносильно условию (у —1) GÄn . Следовательно,,
если yef] 2 П , то (у — 1) е П А7l =O. Это показывает, что П = Д

п п п
т. е. группа Г аппроксимируется группами Г/2 П .

Группа Г/2 )г действует в 2Г/АП точно и стабильно, а следовательно,,
она нильпотентна. Таким образом, группа Г аппроксимируется нильпо-
тентными группами, откуда в силу артиновости Г вытекает ее нильпо-
тентность.

Легко видеть, что группа Г является р-группой Черникова. Дейст-
вительно, если бы в примарном разложении Г = ПГр было более од-
ного множителя Гр , то в силу леммы 0.7 мы имели бы А"^o.

Пусть А полная подгруппа конечного (прнмарного) индекса в
Г. Тогда Г=А • В, где В конечная р-груцпа. Пусть ind rH >- 1. Тогда
существует пара неединичных элементов а <=е А, b <= В с b? I, от-
куда в силу леммы 0.8 следовало бы (1 — b) {I — а) еД“, что про-
тиворечит условию А“=o.

Итак, либо А = Г, либо А = (1). В первом случае в силу леммы
0.9 имели бы место соотношения А“ =А“ = А2

4 0, что
противоречиво. Следовательно, А = (1). Но тогда Г = В, т. е. Г яв-
ляется конечной /7-группой. Теорема доказана.

Замечание. Для доказательства теоремы Грюнберга в ее перво-
начальной форме можно избежать использования лемм 0.8 и 0.9. Дей-
ствительно, доказав нильпотентность группы Г, мы могли бы продол-
жить следующим образом (см. «необходимость»).

Допустим, что группа Г непримарна. Тогда существует пара пере-
становочных элементов взаимно простых порядков, yi и уг. Рассмотрим
в ZT элемент у = (yi —1) (у2 —1). Применение леммы 1.2 к паре
(ZT/An

, Г) дает соотношение

0= {ZT/An)°y= {ZT/An) -у, (5>
показывающее, что г/е А п . Так как соотношение (5) верно для любого--
натурального числа п, то oфу (= П А?г . Это, однако, противоречит пред-

П
положению А“ = 0.

2. Нильпотентный корадикал и степени фундаментального идеала

Нильпотентный корадикал группы Г это подгруппа 9с = 97 (Г) в Г„
являющаяся пересечением тех инвариантных в Г подгрупп, факторгруп-
пы по которым нильпотентны. В этом параграфе мы покажем, что в-
целочисленном групповом кольце группы, не совпадающей со своим
нильпотентным корадикалом, пересечение всех конечных степеней фун-
даментального идеала А не совпадает ни с какой конечной степенью АЧ.

2.1. Пр едложение. Пусть U пересечение всех конечных сте-
пеней фундаментального идеала в целочисленном групповом кольце ко-
печной группы Г. Тогда ядром пары ( ZT/U,

Г) является корадикал груп-
пы Г по классу нильпотентных групп.

Доказательство. Пусть Е ядро пары ( ZT/U, Г). Группа Г/Е.
действует в ZTIU точно и со* стабильно. Применение леммы 0.2 пока-
зывает, что группа Г/Е нильпотентна. Следовательно, имеем Е =э 97.

Чтобы доказать включение Е cz 97, нам понадобится следующая
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Лемма. Для всякой конечной нильпотентной группы Г существует
такое натуральное число п, что пара (Zr/A n

,
Г) точна.

Доказательство. Пусть Г = JJ Г р — примарное разложение
рея(Г)

группы Г, иАр циклическая группа порядка р. Группа Гр действует
в базисной подгруппе Вр сплетения Д р \угГр регулярно и, следователь-
но, точно. Это действие будет также и стабильным, так как В р является
конечной р-группой. Рассмотрим пару (ХД Р,Г). Ей соответствует точ-

V
ное «-стабильное представление группы Г, где в качестве п взята макси-
мальная длина стабильных рядов в группах Вр , рел(Г). Но тогда и
свободное представление, соответствующее паре (ZF/A n

, Г), точно.
Лемма доказана.

Продолжим доказательство предложения 2.1.
Пусть Г любая конечная группа. Группа Т/Ш нильпотентна. Лемма

показывает, что существует число п такое, что пара (ZF/A n
, T/dl) точна.

Другими словами. 9х является ядром пары (ZF/An
, Г). Но ядро пары

(ZT/U, Г), очевидно, содержится в ядре пары (ZF/A n
, Г). Следователь-

но, 2 cz dl, что и доказывает предложение.
2.2. Пусть Dn ядро пары (ZTJAn

, Г), D*=f[\Dn, aДв - ядро
П

пары (Zr/Aw
, Г). Легко видеть, что D a =D* (доказательство сводится

к развертыванию определений Dа и D*). Далее, пусть Г* пересечение
членов нижнего центрального ряда конечной группы Г. Ясно, что Г* =

= 9ДГ). В работе Дж. Бэкли [3 ] доказано, что Г* = D*. Следовательно,,
предложение 2.1 и теорема Бэкли равносильны. Поэтому на приведен-
ное выше доказательство предложения 2.1 можно смотреть как на новое
доказательство теоремы Бэкли, использующее язык и технику теории
линейных пар.

со
2.3. Группу Г назовем группой Грюнберга !

, если П А™=o.
п=l

Например, таковой является всякая конечная примарная группа. Заме-
чательный результат Б. Хартли [ 6 ] показывает, что всякая нильпотент-
пая группа без кручения является группой Грюнберга.

Легко видеть, что Г является группой Грюнберга в точности тогда,
когда регулярная пара (ZF, Г) является оГ-стабильной.

Пусть группа Г аппроксимируется группами Грюнберга. Это озна-
чает существование таких Иг С' Г, что П2г = 1 и все Г/2г являются груп-
пами Грюнберга. Далее, пусть co2* идеал в ZF, порожденный всеми
о —l, Рассмотрим W = П co2j и покажем относительно этого

г
идеала следующее

Пр едложение. Имеет место соотношение А“ cz W.
Доказательство. По предположению, группы Г/2г являются

группами Грюнберга. Так как оГ-стабильность пары сохраняется при
поднятии пары по правому эпиморфизму, то в силу изоморфизма
Z(F/2j) = ZF/toSi будет оГ-стабильной также и пара (ZF/032i, Г). Но
последнее означает, что A“ ci со2*. Это верно при всех i, откуда следует

Предложение доказано.
г

2.4. Лемм а. Пусть Г циклическая группа простого порядка.
Тогда все конечные степени фундаментального идеала A cz ZF различны.

1 Мы пользуемся в данной работе этим коротким названием группа Грюнберга,
хотя ранее оно уже применялось в теории групп в другом смысле (радикал Грюн-
берга, группа Грюнберга).
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Доказательство. Если !|Г( =р, то ZT = Z[x]/(xp —l), где
Z[x] кольцо целочисленных многочленов от одной переменной.

Допустим, что Аси А 2 . Тогда существуют многочлены f(x) и g{x)
такие, что

(х— 1)= (x|t 1)Ч(х) + (хр— 1) -g(x).
Следовательно, имеем

I=(X —1) • / (х) + {хР-IфхР-*ф ... Н-Х+l ) • g(х) .

Положим в последнем соотношении х=l. Получим l=p-g'(l), что
очевидно, противоречиво. Таким образом, А ф А 2 .

Допустим, что A 2 cz А 3. Тогда существуют такие f(x ) и g{x), что

(х— I)2= (х \ ) 3f (х) + { Хр —\ ) g(х).
После деления на {х — 1) имеем

(х— \) = (х— 1 ) 2 -/(*) +(*р“ I.+ .. . +!)£(*).

Так как (х —1) не делит {хр~ х + ... ф 1), то из последнего равенства
следует

I=(х —1) f (х) + (хР-Ч- ... +1) g(х) .

Положим здесь х= 1. Получим 1 = p-g(l), чтo противоречиво. Следо-
вательно, А 2 ф А3 . Аналогично доказываются соотношения А3 фА4 ф
ф !ФФ ...

.

2.5. Предложение. Для конечной группы Г, совпадающей со
евопм нильпотзптным корадикалом, индекс стабилизации ряда (1) равен
единице. Если же 9ДГ) ф Г, то т(Г) Д: о.

Доказательство, а) Предложение легко проверяется в случае,
когда 9? (Г) = Г. Действительно, тогда в силу 2.1 группа Г является
ядром пары (ZF/U, Г), откуда следует Ac— U.

б) Пусть теперь 9ДГ) ф Г. В силу нильпотентности группы Г/9ДГ)
имеем эпиморфизм группы Г на циклическую группу простого порядка.
Пусть М ядро этого эпиморфизма.

Из предположения А” с=Аф+1 следует А” +(оМс=А^ +I+соМ,
а поэтому и

(А™+шМ)/соЛlс: (A^+IH-toM)/ü)M. (6)

При изоморфизме ZT/ыМ Z{TJM) идеал А£ -f-coMJcoM отождествля-
ется с А™/ЛГ Соотношение (6) показывает поэтому, что A£/M czA”+Jf

.

Это противоречит, однако, лемме 2.4. Предложение доказано.

3. Пересечение степеней фундаментального идеала в групповом
кольце конечной нильпотентной группы

Пусть Г конечная нильпотентная группа. В этом параграфе мы
вычислим базис Z-модуля ПА” (см. теорему 3.1). Следствием этих

П 1

вычислений будет равенство т(Г) = со. Из соотношения т(Г) = со ниль-
потентности группы Г, однако, не следует. Существуют ненильпотентные
группы Г сколь угодно большого порядка, для которых т(Г) = со. Здесь
доказывается также одно усиление теоремы Грюнберга (см. теоре-
му 3.3).

10 У. Кальюлайд



3.1. Теорема. Пусть Г=ПК примерное разложение 2 конечной
нильпотентной группы Г. Тогда 1) Z-базис модуля fjA™=A ö> состоит

п

из всевозможных произведений euda{yi 1
— 1)...(yis

— I), где 2 s
Iл; (Г) Jj, а элементы у» принадлежат попарно различным примерным

компонентам группы Г; 2) индекс стабилизации ряда (1) для конечной
нильпотентной группы равен со.

Доказательство. Обозначим через Аг модуль с Z-базисом
у; —1, уг €= Гг. Легко проверить, что А* П A/t = 0 при i ф k.

Всякий элемент уЕГ имеет однозначную запись вида у = Пу*.
Отображение Я, определенное для всех уеГ формулой

продолжим линейно на весь Z-модуль А = А г . Так как Z-модуль А
является свободным, то это приводит к гомоморфизму Z-модулей

Я: Ä->- JžJ А ь
Найдем ядро гомоморфизма Я.
Из самого определения Я видно, что в Кег Я попадают все Z-комби-

кации вида

JŽ nii) (У’Й —1) ••
• (учк —1), n(i)<=Z, k^2.

(г)

Далее, пусть х= S «Дуу — 1). Тогда к{х) =х. Поэтому из Я(х) = 0
вытекает х = 0. Видим, что никакая Z-комбинация вида ЕяДуу —1) в
Кег Я не.. содержится. Эти рассуждения показывают, что Кег л как Z-
модуль порождается произведениями вида (у г1

— !)■■• .(угл —1), k^2.
Докажем, что указанные произведения составляют Z-базис модуля

Кет Я. Допустим противное. Тогда имеем некоторое нетривиальное несо-
кратимое соотношение

ИЩг){уи —1) (у» 2 —1). • .(Уг к —1) =O, n(i)eZ. (7)
(г)

ftSs 2

Раскроем в (7) скобки. Тогда всякое слагаемое в левой части (7) запи-
шется в виде

n(i)YiiYi 2 • • .уik ~i- (члены, содержащие меньше чем k множителей у*.).
В силу того, что элементы у е Г образуют Z-базис модуля ZF и что

всякий уеГ однозначно записывается в виде у = YIY2 ••• Уп, Уг е Гг,
из (7) следует

«(г)Уг I ■ • -Уг й =o. (8)
(г)

Несократимость соотношения (7) означает, что все произведения
(уг 1——1) в нем разные. Но тогда разными являются и все
произведения в (8). Поэтому из (8) следует, что все
n( i) =O. Ясно, что первое утверждение теоремы будет доказано, если
окажется, что А ы cz Ker Яcz A“+l

. К доказательству этого факта мы
теперь и перейдем.

2 Если индексы при прямом произведении П (при прямой сумме 2) не обозна-
чены, то прямое произведение (прямая сумма) берется по всем i, pj е л(Г), где
я(Г) множество всех простых чисел, входящих в порядки элементов группы Г.
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a) Кег Z е А“+1 . Очевидно, достаточно показать, что все произведе-
ния вида (уг j

— 1).. .(уik
— 1), Aw+l . Так как

А O3-1-1 идеал в ZF, то для этого, в свою очередь, достаточно показать,
что все произведения вида (у —1) (а — -1), у е Гг, aeTj, iф /, содер-
жатся в А(й+l . Последнее, однако, вытекает из леммы 0.7.

б) А“ си Кег Я. Возьмем любой х е А“. Элемент х можно записать
в виде х= у -j- z, где г/ = ЕяДус —1), у< еГ, а г «нелинейная
часть», т. е. целочисленная линейная комбинация произведений
(уг ,—1) . . . (уг- h

— 1) , где k 2. ЯСНО, ЧТО 2 Е КбГ К.
Из леммы 0.7 следует г е А ш . Рассмотрим элемент у=х г е А6l

.

Докажем, что у= 0. Допустим противное. Тогда в записи у =

—Е Пг (у* — 1), Уг Г, НСКОТОрОб Hj ЯВЛЯ6ТСЯ НекуЛСВЫМ. РаССМОТрИМ
тогда эпиморфизм х:Г-+Ту, отметим, что если уеГ имеет запись
V=У\■■• у j ■ ■ . у п, то т(у) = Yj. Линейное продолжение отображения т
дает эпиморфизм колец r Легко проверить, что при всех
натуральных k верно равенство i(A fe Следовательно, имеем

т(А0} ) =т(П A fe ) с= П Afe . =А М
.

ии J д

Но группа Гj является группой Грюнберга, т. е. А2 =O. Мы видим,
что t(AQ ) —o.Изу е А“ следует теперь, что

0= Т (у) =Т(Е Пг{уг— 1) )=Щ (у,- —1) .

В силу Hj ф 0 это равенство, однако, противоречиво. Таким образом»
у = 0, откуда следует х = z е Кег 7.

Из соотношения А“ = Кег Я = Аш+l вытекает неравенство т(Г) со.
Предложение 2.5, однако, показывает, что т(Г) со. Теорема доказана.

3.2. В работе П. Смита [ 9 ] доказано, что нильпотентность конечной
группы Г равносильна существованию такого хе А г ci ZT, чго

А“ •(1 —я) =O. (9)

Ясно, что из (9) следует т(Г) со. Обратное утверждение, однако, не-
верно. Это вытекает из следующей теоремы.

Теорема. Пусть Г некоторая группа. В кольце ZV выполняется
соотношение т(Г) = со в точности тогда, когда Г обладает такой инва-
риантной подгруппой Е, что [Е,Е] = Е и т(Г/Е) = со.

Доказательство. Необходимость условия очевидна, если поло-
жить Е= (1). Покажем достаточность.

Прежде всего, докажем ооЕсгА^ 1
.

По предположению, Е=[Е,Е]. Поэтому для всякого cr е Е суще-
сгвуют такие элементы а\ и а2 в Е, чтоа=сгу 1 оу 1а 1а9 . Имеем

о— 1= сг^ 1а~ 1 [ (ai —1) (а2 —1) —(а2 —1) (oi —1) ]. (10)

Это соотношение показывает, что Последнее включение вместе
с (10) дает Продолжив аналогичным образом, видим, что

Пользуясь соотношением (10) еще раз, из ojSeA®
П 1

получаем, наконец, что соЕеА“+1
.

Далее, из соотношения co2czA“+1 следует A£-j-co2 =A” при вся-
ком натуральном п. Из этого факта вытекает, что при изоморфизме
Z (Г/2) ZF/co2 идеал А“ 2 отождествляется с А“ /со2.
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Теперь легко доказать, что т(Г) со. Действительно, в силу т(Г/2) =

= о) имеем равенство

А“/со2==А“/со2 -А г/со2.

Поэтому А® с=А“ • Ar -fco2dA"+1 . Следовательно, т(Г) со.
Неравенство т(Г) со следует из такого замечания. Пусть Г—>-Г

некоторый эпиморфизм и @ многообразие тривиальных пар. Если
(G, Г) e<Sn+l \@n

, то и {G, Г) е ©п+l\@п . Теорема доказана.
Следствие. Если нильпотентный корадикал конечной группы Г

совпадает со своим коммутантом, то т(Г) = со.
Действительно, пусть 9?(Г) = 9? нильпотентный корадикал груп-

пы Г. Пользуясь теоремой 3.1, получаем х{Т/д1) со. Утверждение след-
ствия вытекает теперь из теоремы 3.2.

Замечание 1. В группе всех подстановок множества мощности v
рассмотрим подгруппу F v тех подстановок, которые переставляют лишь
конечное число элементов. Далее, пусть A v множество всех тех эле-
ментов Fv, которые разлагаются в произведение четного числа транспо-
зиций. i

Пользуясь теоремами 1.3 и 3.2, видим, что т (Fv) = со. Таким обра-
зом, серия групп F x, v 5, доставляет нам примеры ненильпотентных
групп Г сколь угодно большой мощности, для которых т(Г) со.

Замечание 2. В пункте 5.2 будет показано, что в классе конеч-
ных групп 92(2)

, введенном Б. Хартли [ lB ], нильпотентность группы Г
равносильна условию т(Г) = со. Интересно было бы выявить класс дс
всех тех групп, где указанная ситуация имеет место. Серия групп
Fn , п 5, показывает, что класс 3: не содержит полностью класса всех
конечных групп.

3.3. Пусть Г произвольная бесконечная группа. Далее, пусть р
наименьшее порядковое число такое, что = 0. Если р непредель-
ное, то равенства 0 = А^1 = А^~! • А показывают, что А 1-1-1 ci Amp А.
Пользуясь леммой 0.10, видим, что А ll-1 =O, но это противоречит вы-
бору р. Поэтому в случае бесконечной группы Г соотношение = 0,
возможно, выполняется лишь для предельных р. Нам не удалось выяс-
нить, возможны ли здесь предельные р > со. В случае же конечных
групп имеет место следующая

Теорема. Пусть Г конечная группа и пусть v=to (п -f- 1) +m,
где п, m любые неотрицательные целые числа. В групповом кольце
ZF выполняется соотношение A v = 0 в точности тогда, когда группа Г
примарна.

Замечание. При v= со эта теорема превращается в теорему
Грюнберга и поэтому может считаться ее усилением. Приводимое ниже
доказательство, однако, существенно использует теорему Грюнберга.

Доказательство. Достаточность. Если группа Г примарна, то
из теоремы 1.3 следует А“ =O. Поэтому A v = 0 при всех v (и.

Необходимость. Рассмотрим ряд
ZFidAzdA2id ... idA^id ... id/\cö2 =d ... ... zdAv=o. (11)

Обозначим подгруппу тех элементов группы Г, которые действуют тож-
дественно в факторе i= 0,1, п-f- 1, через Ег, при этом
будем считать, что A wo = ZF. К парам Г/2 г ) применима
лемма 0.2. Отсюда вытекает нильпотентность групп Г/Е*.

Пусть Е = f)2i. Пользуясь теоремой Ремака, мы можем вкладывать
г
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группу Г/2 в конечное прямое произведение ПГ/2,. Поэтому группа
г

Г/2 нильпотентна.
Пара (ZF, 2) финитно стабильна, а область действия ZT без

кручения. Предложение 0.3 показывает, что 2 действует в ZT триви-
ально. Другими словами, 2 cz Ker (ZF, Г) = 1, т. е. 2 = 1. Группа Г
«Г/2, таким образом, нильпотентна.

В силу теоремы 3.1 имеем т(Г) = со, откуда 0 = A v
= А“. Примар-

ность Г следует теперь из теоремы 1.3. Теорема доказана.

4. О значениях индекса стабилизации для конечных групп

Основная цель этого параграфа доказать теорему 4.12. Здесь мы
покажем, что для всякого натурального п существуют конечные груп-
пы Г, индекс стабилизации ряда трансфинитных степеней фундамен-
тального идеала А = А(Г, Z) которых не меньше со -|- п.

Групповое кольцо ZT для конечной группы Г нётерово справа.
Поэтому область действия регулярной пары (ZF, Г) нётеров модуль.
Оказывается, что от нётеровости области действия G пары (G, Г) суще-
ственно зависит длина нижнего Г-стабильного ряда в G. Если допускать
неиётеровы представления, то из результатов Б. Хартли (см. [6 ], док-во
леммы 21) легко вывести, что любая группа Г, допускающая эпимор-
физм на циклическую группу простого порядка, имеет для всякого по-
рядкового числа V стабильное представление типа v*. Другой пример
такого рода содержится в работе Б. И. Плоткина [B ].

4.1. Пусть п любое натуральное число. Далее, пусть Р уни-
треугольная группа («X п) -матриц над простым полем Zv \ А /г-мер-
ное линейное пространство над Zv \ Q конечная р-группа ( q фр\
р, q - простые числа) и В целочисленное групповое кольцо груп-
пы Q. Естественным образом возникают пары ( А,Р) и {В, Q) . Обозна-
чим через (G, Г) треугольное произведение этих пар. Таким образом,

(G, Г) = (Л, Р) А {В, Q) =(Л ФВ, Нот(В, А ) \ (PXQ) ) =

= (Л 05, ФХ2).
Пусть

G = GO ZDGiiD ... zdGv= П Gs zdGm+i=d ...,
S

где Gv = [G, Г; v], v I, есть нижний стабильный ряд для пары
(G, Г). Далее, пусть Bs = [В, Q; s]; в частности В 0 = В. Докажем,
что А -\- B s d Gs при всех 5.

4.2. Включение A -f- Вcz G 0 очевидно. Покажем, что A -f- B x cz G x .

Ясно, что B x [В, Q] с= G x . Чтобы доказать Acz Gx , заметим, что
[В, Ф] сGi и [6, ф] = —Ь b ° ——Ь -)- b -\~ by = Ьц> при всяком
k<= В. Возьмем в качестве элемента b базисный элемент свободной
абелевой группы В. Тогда при всяком аеЛ отображение b а можно
продолжить до гомоморфизма ф из В в Л. Следовательно, имеем
A cz [В, Ф] с= Gx .

Заметим, что В х - [В, Q] = [ZQ, Q] = {[£, о] =—g-f go
= g{a —l) <= ZQ •A q = Aq}. Таким образом, B x = Aq.

4.3. Докажем А ф B 2 cz G2 . Имеем В/ Aq Z. Но тогда по извест-
ной теореме подгруппа A Q выделяется в абелевой группе В прямым
слагаемым

В =Т®А Я =ТФВI .

14 У. Кальюлайд



Поэтому имеем

Ф=Пот(Б,Л)=Нот(ГOВ I,Л)=Нот(Г,Л)OНош(ВI ,Л).
Таким образом, Нот (В и A) cz Нош {В, А). Теперь

G2=[Gi, Г]=з[Л+В ь Г]=>[Л+ЯЬ Ф]=>[АфВи Нот(В иА) ].

Группа В { как подгруппа свободной абелевой группы В также сво-
бодна и абелева. Те же рассуждения, что и в п. 4.2, показывают, что
Лcz[Л + В и Нот ( В\ , Л) ]. Поэтому Лcz G2 .

Далее, имеем В 2 = [В и Q] cz [G b Г] = G2 . Следовательно.,
А ф B 2 cz G2.

Отметим, что B 2—[B,Q\2]=A2
q .

4.4. Пусть 2 группа, 2' ее коммутант, а А фундаменталь-
ный идеал целочисленного группового кольца для 2. В работе Дж.
Бэкли [22 ] доказано, что если факторгруппа 2/2' является группой ко-
нечной экспоненты г, то аддитивная группа А/А* имеет экспоненту, де-
лящую п, i=2, Э, ... . Поэтому, если 2 конечная р-группа, то (ко-
нечными) /7-группами будут и все аддитивные группы А/А г ’, i=2, 3,

4.5. Справедливость включения A -j- B s с Gs, s 3, докажем ин-
дукцией по s.

Пусть А+ Bs cz Gs доказано для всех s< k. Покажем, что верно
и А 4- Bk cz Gk. Пусть Ъ\ образующий элемент свободной абелевой
группы В и и пусть а любой элемент группы А. Существует
Ф Нош {Bi, А) такой, что Ь\ц> =а. Так как Bi/Bh-\ = A/A h~\ то в
силу п. 4.4 группа BJBh-i будет Поэтому существует такое
число т, что b = qmb\ е Вь-\. Тогда имеем

b<p = {q mbi)(p = qrn (&1ф) =qma.

В силу р ф q вместе с элементом а всю группу А пробегает также эле-
мент qma. Другими словами, всякий элемент х группы А можно пред-
ставить в виде х = qma, а <= А. Выше мы видели, что тогда существует
такой ф Нот {В и А), что Ьц> =х. Обозначим через Фа то подмно-
жество в Нош {В\, А), которое пробегается ф в равенстве 6ф = х, когда
х пробегает всю группу А. Далее, при любом х g А имеем

Х=Ьц)=—Ьф (6+Ьф) Ьфb °ф= [Ь, ф]е[6, Фа] cz
с= [fifc-i, Нош (В и А) ]cz [АфВк-и Г].

Однако в силу индуктивного предположения [A -j- Bk-\, Г] cz Gk- Соот-
ношение A cz Gk, таким образом, доказано.

Далее, Bh = [Дк_ ь Г] с= [Gk-\, Г] = Gk . Поэтому имеем A -f- B h cz
с Gh, что и требовалось доказать.

4.6. Докажем справедливость равенства Gs =A ф Bs, s
= 0,1,2 ....

Действительно, при s = 0 это утверждение очевидно. Пусть но ин-
дукции при k s доказано, что Gk =А ф Bk . Чтобы доказать Gs+ i =
= A -f- B s+ 1, достаточно (в силу п. 4.5) показать, что Gs+\ cz A -f- Z?s+l .

Возьмем любые agA, b е Bs, <р gФ, ое 2. Пользуясь соотношениями
п. 0.5, находим

[&—\~Ь, ф(Т ] (йфЬ ) —|— (й —[- Ь) 0 ф(Т -
-— CL Ь —\~CL ° фО—(— Ь 0 ф(Т =

— CL Ъ —[— (й ° ф)° О —}— (Ь °ф)° СГ =г=—°О Ь-)-Ь ° o—( (& ф) °о=

= [а, сг] —[Ьф, а]фЬц>ф[Ь,
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Но тогда имеем Gs.fi [G s, Г] ci [Л -) B s,
Г] си А -J— Bs+ь что доказы-

вает справедливость равенства.
4.7. Я утверждаю теперь, что Действительно, согласно пре-

дыдущему пункту
оо оо

G 0)= П Gs= П (Лф-ВД.
S=l S=l

Возьмем любой элемент х е Тогда при всяком 5 существуют
такие иbs d Bs, что х= as -j- bs. В силу АПВ = 0 имеем
b s = bs+i при всех s, откуда, в частности, следует х—а{ <= До. Поль-

оо со
зуясь теоремой 1.3, видим, что В а = П B s= П =o. Следо-

S=l S=l

вательно, х а х . Этот результат, очевидно, доказывает выполнимость
включения.

4.8. Оставшуюся часть этого параграфа посвятим доказательству со-
отношения <4dGA“. Предварительно проведем несколько вспомо-
гательных вычислений.

Пусть Ф! = [Ф, Е 2 ]. При любых b<= В, фd Ф, имеем
Ь—Ъ° е = b ° фф -1 =(b ф- &ф) ° ф-1 =Ъ ° ф-1 -j- 6ф, откуда b ° ф-1 =

= b Ь(р. Далее,
b ° [ф, а\ =Ь =(b 6ф)°(а-Iфа) = (Ьо~ 1 Ьф) Дфа) =

!= (Ь сг-1 & а —4ф 6ф) o= b bq> Jr bo~l g).

Возьмем теперь любые b В и ф1 dФь Тогда существуют такие
<реф и öeI2, что ф! = [ф, а]. Пользуясь полученными выше соот-
ношениями, находим

[Ь, фД ——Ь-\-Ь °фl =—b-\-b 6фф-0а“ 1ф = -—oфф-6сг"l ф =

(—Ьф-ЬсгДф— [Ь, опДф.
Эти вычисления показывают, что [В , ФД id [В, Е 2 ]Ф. Но группа
В, [В, Z 2 ] с: В является свободной абелевой группой и поэтому
By Ф =А. Таким образом, модуль А содержится в [Л[, Ф].

4.9. Лемма. Имеет место соотношение [[Ф, Е 2 ], И 2 ] = [Ф, Е 2 ].
Доказательство. Обозначим через Ф2,

G соответственно
[[Ф, И 2 ], S 2 ], Ф/Ф2 и рассмотрим факторпару (G, S 2) пары (Ф, S 2).
Легко показать, что ряд

G=d[G,S2 ]=)o
является 2-стабильным рядом для пары (G, Е 2 ). Другими словами,
GA2 = 0.

Заметим, далее, что группа G, будучи факторгруппой р-группы
Ф Нош {В, А) является р-группой, а действующая группа S 2 явля-
ется и q Фр.

Возьмем теперь любые и аеИг. Тогда существует k такое,
к

что о°- =\.

k 5С одной стороны имеем ,g(oq — l)=g-0=O.
С другой стороны,

г(а<‘-1)=8((1+(а-1))<‘-1)=г((1+?Н»-1)+...)-1) =

=8(як (а— !)■+ •••)я*я Як {B{а 1)).
где через многоточие обозначена сумма членов, содержащихся в А2

.

Поэтому q h {g{a —1)) = 0, откуда в силу сделанного выше замечания
немедленно следует тривиальность пары (G, S 2 ). Следовательно.
■Ф 2 дэ[Ф, 22 ]. Обратное включение очевидно. Лемма доказана.

16 У. Кальюлайд
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4.10, Пользуясь доказанной леммой, видим, что Н=Ф • 22 явля-
ется подгруппой в группе ГиФIС . Н. Для всякой подгруппы М Н
■через соЛ4 обозначим правый идеал в ZH , порожденный всеми m— 1,
mе; М. Находим идеал А® в кольце ZH .

Аналогично тому, как это было сделано в доказательстве тео-
~_ . и

ремы 3.2, можно показать, что соФ^Ан-
Докажем обратное включение.
Прежде всего, заметим, что Н/Ф\ является и, следовав

■цельно, А® =O. Ноif/ Oi
oo ~

д
«.'-» 1= ЛI

(д
«

+тф‘)/“фl’

откуда следует, что
*“

00 > 00

соФсИз pj (Ая-)-С0Ф1) то П Ая = Ая-
S=l S=l

Таким образом, имеет место равенство Ан=озФl.
4.11. Теперь уже легко доказать, что —А.
Для этого прежде всего заметим, что

ЛА®сгЛА£= [А, Г; п] = [A, 1ц п]—А п=O.

Пели учесть наши результаты из предыдущих пунктов этого параграфа,
то

Ä= G ü)
zd GA® = (Л+Д)А® пзЛА® -{-ВА® =ВА® из

.4

=эsАн=В (ыФД =э [В, Фi]=A,
откуда и вытекают требуемые равенства.

На основании этого результата будем утверждать, что Ар +П 4-71
.

Действительно, в противном случае мы имели бы GA“+n = GA®+n_l
.

С другой стороны, GA®+n-I =TA7£r1= [А, Ei; п —l]=Л П _I =ДO и GA“+n=
—ДА” = [А, SТ; п] =А п =O. Таким образом, GA^+ GA“+n~ 1

. Проти-
воречие доказывает утверждение.

4Л2. Итак, мы пришли к следующему результату.
Теорема. Пусть со первое бесконечное порядковое число. Для

*всякого натурального п существует такая конечная группа Г, в цело-
численном групповом кольце которой (оз п— 1 )-я и (со -\- п)-я степени
*фундаментального идеала А различны.

Методы работы [B ] позволяют усилить результаты § 2—4. Можно
доказать, что т(Г) < со2 для любой конечной группы Г. Далее, для
нётеровых групп Г, нильпотентный корадикал которых совпадает со
своим коммутантом, имеет место т(Г) = оз. Это же равенство установ-
лено для артиновых нильпотентных групп Г, что позволяет доказать
теорему 3.3 для любой артиновой группы Г. Доказательства будут при-
ведены в отдельной работе.

5. Замечания об одном классе конечных групп

5.1. Приведем некоторые дополнительные свойства одного класса
трупп, введенного Б. Хартли [ lß ]. Определяется этот класс следующим
образом. Пусть Е множество всех простых чисел и а' дополнение
ж о в Н. Рассмотрим в конечной группе Г подгруппу ц 2 (Г) = f] IV, где

2 ENSV ТА Toimetised F * М-1 1973
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пересечение берется по всем таким иеЗ, что |о| =2, а Г а * под-
группа, порожденная всеми о'-элементами в Г. Класс 9^2 ) это класс
конечных групп, являющихся расширениями абелевых групп с помощью
нильпотентных и имеющих единичную подгруппу р 2 (Г). Оказывается,,
что. всякая Ш2 )-группа допускает точное стабильное представление типа
((и + п)* в некоторой конечнопорожденной абелевой группе G. Этот ре-
зультат принадлежит Б. Хартли ([ 18 J , теорема 2).

Приведем его доказательство, используя конструкцию треугольного*
произведения.

Заметим прежде всего, что для всякой 9?< 2)-группы Г существуют
такие простые числа р и р, что Г содержит абелеву инвариантную*
р-подгруппу А, факторгруппа Г/А по которой является нильпотентной.
(р, р)-группой. Таким образом, имеем Г/Л =В\ X В 2, где В х р-груп-
па и В2 р-группа. Следовательно, всякая 9^2 )-группа изоморфно вкла-
дывается в сплетение вида Т—A Wr ( В х X В2 ). Поэтому достаточно по-
казать, что группа Т допускает (to п ) *-стабильное представление.

Рассмотрим пары с регулярным действием {А в\ В\) и {ZB2, В 2), и;
пусть

(G, Ti) = (Л В|
,
B I )A{ZB2 , Вг).

В лекциях проф. Б. И. Плоткина, которые читались им в Латвийском:
государственном университете (Рига) весной 1972 года, приводится
формула

(Л В|
,
В,) Д {ZB 2 , В 2 ) = {A B>r\-ZB 2, AWr (В ±ХВ2)) ,

которая показывает, что группа Т изоморфна группе Т\.
Обозначим через @ многообразие тривиальных пар. Из того, что Вг

является группой Грюнберга, легко следует, что ( ZB 2, В 2 ) <= Далее,,
пара (Л В)

, Bi) финитно стабильна, так как Лв > \В\ является р-груп-
пой. Другими словами, имеем (Л в>, В\) е @п

. Но тогда (G, Т)
(G, Г,) = {А в\ В]) Д ( ZB2, В2 ) е@п

• что и требова-
лось доказать.

5.2. Пр едложение. Группа Г из класса Sft< 2) нильпотентна в точ-
ности тогда, когда т(Г) = со. Для ненильпотентных групп Г из класса
Ш2> имеет место неравенство т(Г) а (со -f-п)-й член Гш+ге
нижнего центрального ряда для такой группы не содержится в размер-
ной подгруппе П ш+П .

Доказательство. Если группа Г нильпотентна, то по теоре-
ме 3.1 имеем т(Г) = со.

Обратно, пусть для некоторой Г е имеет место т(Г) оо. Заме-
тим прежде всего, что указанное в теореме 5.1 (Хартли) число п для
группы Г можно считать ненулевым. Действительно, если п = 0, то в
силу GAW с: Gw =О мы имели бы Гш а с= Кег (G, Г) =l,т. е. Г
нильпотентна. Итак, пусть п 1. По той же теореме 5.1 имеем
О = G{o+n GA“+n

, откуда в силу х(Г) со следует 1 = Кег (G, Г) z>
zd До+п = id Гм. Видим, что группа Г нильпотентна.

Следовательно, для ненильпотентной группы Г<= имеет место*

неравенство т(Г) to-f 1. Далее легко видеть, что для таких групп
Г, Го+п Ф Dfo+n. Действительно, в противном случае Г® = Гю+П cz.
cz Da+n с= Кег (G, Г) =l, но это противоречит ненильпотентности Г,
Предложение доказано.

5.3. Существуют также группы без кручения Г, для которых соот-
ношение Tv cz Dv верно не всегда. Рассмотрим пример Б. И. Плоткина
([ 1 ], с. 470—471) слабо стабильной Труппы автоморфизмов Г, не обла-



дающей центральной системой даже при абелевой области действия G.
Возникает точная пара (G, Г). Группа Г не имеет кручения, и допускает
в модуле G точное Г-стабильное представление типа (со -}- I)При
да __ дон-i мы имели бы GA“ ==■ GAO^1 ci Gto+ \ =O, откуда Г ш с:
с: Кег (G, Г) =l, т. е. Гш =l, что невозможно. Итак, А“+1 ф А“Д 0.

5.4. Пусть Г некоторая группа и А фундаментальный идеал в
кольце ZT. Далее, пусть т—; первый такой ординал, что Ат = Ат4l

—. ..

Символом D x обозначим в группе Г подгруппу (1 + Ат ) ПГ. Нас инте-
ресует теоретико-групповое строение размерной подгруппы D x .

Пусть = üft (Г) нильпотентный корадикал конечной группы Г.
Прежде всего имеем Де üft. Действительно, в силу неравенства
т(Г) со имеем Ат А®, поэтому Д Д. Отсюда (с учетом 2.2) сле-
дует требуемое включение.

Одно описание подгруппы D x, которым, однако, пока не удалось
воспользоваться для вычисления индекса стабилизации ряда (1), все же
заслуживает упоминания.

Теорема. Пусть т индекс стабилизации ряда степеней фунда-
ментального идеала в целочисленном групповом кольце конечной груп-
пы Г. Тогда размерная подгруппа Д является пересечением всех тех
инвариантных в Г подгрупп, факторгруппы по которым бипримарны и
являются расширениями абелевых групп с помощью нильпотентных.

Доказательство. Рассмотрим пару (2Г/АТ , Г). Ядром ее будет
группа D x . Ряд

2Г/Ат=э... дзА и/Ат =э ... =эo
является инвариантным Г-стабильным рядом в аддитивной группе G
кольца ХГ/А Т . Другими словами, группа Г/Д изоморфно вкладывается
в группу стабильности указанного выше ряда в G.

Можно, следовательно, воспользоваться следующим фактом (см.
[ lB ], теорема 1*).

Пусть F некоторая группа. Если Г является конечной подгруппой
в группе стабильности некоторого инвариантного ряда в F, то Ге 9^2)

.

По этой теореме Хартли Г = Г/Д е Следовательно, подгруппа
рг(Г) тривиальна. Это означает, что существует набор Й инвариантных
в Г подгрупп X с тривиальным пересечением, факторгруппы ГД по ко-
торым бипримарны и содержатся в классе 3 ап. Пусть й —'{X} набор
подгрупп из Г, являющихся полными прообразами подгрупп X<= Й.
Ясно, что инвариантные подгруппы X а й таковы, что Т/Х бипримарны,
содержатся вап и П X=Dx . Далее, пусть й* тот набор инвариант-

Хей
иых в Г подгрупп, о котором говорится в теореме. В силу Й*ЭЙ имеем

П П X. Таким образом,
Хей* Хей

П Хс=Д.
Хей*

Для доказательства обратного включения достаточно показать, что
Dx содержится в каждой X е й*.

Заметим прежде всего, что ГД (= SW2 ) для всякой X<= й*. Поэтому
группа ГД (при некотором натуральном п) допускает точное (со + м)*-
стабильное представление в абелевой области G (см. теорему Хартли
в 5.1). Получаем пару (G, ГД).

3 Как обычно, о обозначает класс абелевых групп и п класс нильпотентных
групп.
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Поднятие этой пары по эпиморфизму Г ->■ TJX дает нам пару (G, Г),
ядром которой < является X. Ясно, что Ga+n = [G, Г; о> Д— лг] =O.

Далее, заметим, что GA®+nczG a+n . Следовательно,АА“п+ п анну-
лирует модуль G. Однако, очевидно, Дт cz А®* 11

, откуда следует GAT =O.
Другими словами, G{DX —1) =O. Это означает, что D x лежит в ядре
пары (G, Г). Таким образом, D x czX. Теорема доказана.

Замечание. Пусть Г конечная группа и пусть D v =

= + ПГ. Предложением 2.1 и теоремой 5.4. выясняется теоретико-
групповое строение размерных подгрупп Z) M к D x. Вопрос о строении
групп D v при (о <V < т остается открытым, и задача заслуживает даль-
нейшего изучения.

Пр имечание при корректуре. Недавно появилась статья
К. Грюнберга и Дж. Роузблейда (Сап. J. Math., 24, 221 (1972)), из ос-
новной теоремы которой вытекает часть результатов данной работы.
В частности, в этой работе доказана гипотеза, отмеченная в резюме
данной статьи. Методы доказательств этой работы существенно отли-
чаются от метода нашей статьи.
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U. KALJULAID
FUNDAMENTAALSE IDEAAL! ASTMETEST

Olgu F rühm ja А =Af fundamentaalne ideaal täisarvuliste koefitsientidega rühma-
ringis ZF. Siin uuritakse rea

ZFroA=>А2 =э ... :эА х A x+l
=...

stabilisatsiooniindeksi т (F) võimalikke väärtusi ning Z-mooduli A* ehitust.
Olgu о) esimene .lõpmatu ordinaalarv. Tõestatakse, et iga naturaalarvu n jaoksleidub lõplik rühm F n , mille korral x{Fn ) со -j- n. Näidatakse, et Artini rühma F

20 У. Кальюлайд



korral seos Ар =0 kehtib parajasti siis, kui F on lõplik p-rühm. Lõplike rühmade F

korral on selle väite tõestanud K. Gruenberg oma töös [ s ]. Leitakse Z-mooduli A*p baas
juhul, kui F on .lõplik nilpotentne rühm, ning tõestatakse veel üks K. Gruenbergi mai-
nitud tulemuse üldistus.

U. KALJULAID

ON THE POWERS OF THE AUGMENTATION IDEAL

Let F be Artinian group and let AF be the augmentation ideal in the integral
°°

71
group-ring ZF. The necessary and sufficient condition Tor f| Ap (0) is that F is

П =1

a finite p-group. For a finite nilpotent group F the Z-basis of the module П Ap is
n 1

found. As the language of pairs [’] is often used here, some known results are proved
in the new framework, notably some results of K. Gruenberg [ s ] and J. Buckley [ 3 J.

Let f be a group and .let Fv be the v-th member of the lower central series
for F. Let A be the augmentation ideal of the integral group-ring for F and let Dv

Ffl(l+A v )- Condition Fv cz Dv is in general true only for finite v. For infinite
v counter-examples exist both in the class of finite groups and in the class of torsion-
free groups. The question about possible values of the index of stabilization т(F) of
the series

ZF^> ДэДЪ ... =эАь, =ЬЛш+l =о ...

is studied. Let со be the first infinite ordinal. It is proved that for any natural n there
exists a finite group F n, such that x(F n ) со +n. The construction of the triangular
product of linear pairs according to B. Plotkin [ l7 ] is used. With the same technique
a new proof is given of a theorem of Hartley [ lB ]. The following statement appears
to be probable.

Conjecture. For all natural n there exists a finite group F n with т(F n ) =со -j- n
and x(F) <C м2 for all Artinian groups F.
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