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Я. КУКС

МИНИМАКСНАЯ ОЦЕНКА КОЭФФИЦИЕНТОВ РЕГРЕССИИ

В настоящей работе рассматривается решение несколько более об-
щей, чем в работах [ l>2 ], минимаксной задачи оценивания коэффици-
ентов регрессии в модели

£{Y|o}=Xo, Cov (Y jo} = a2 l n , (1)
где £■ {Y!ö} и Cov {Y|o} соответственно математическое ожидание и
ковариационная матрица я-мерного случайного вектора Y при фиксиро-
ванном значении m-мерного вектор-параметра 0; X известная мат-
рица порядка яX m и ранга /; \ п единичная матрица порядка
яX я; о2 известный положительный коэффициент. Ограничимся рас-
смотрением оценок 0 параметра 0 вида 0 = t-(-TY, где t m-мерный
вектор, а Т матрица порядка /я ,Х п - Пусть Р некоторая сим-
метричная неотрицательно определенная матрица порядка яг X m и
ранга г. Определим функцию риска в виде

и за критерий качества оценки примем функцию

где А матрица порядка ранг которой равен k\ Q h замкну-
тое ограниченное множество в евклидовом пространстве R k

.

Проблема заключается в определении вектора t:i: и матрицы Т*, при
которых достигает минимума функция Q(t, Т).

С учетом определения модели (1) функция риска (2) приводится
к виду

Среди матриц, минимизирующих функцию (3) по Т, существует мат-
рица вида Т = SX T

, где S матрица порядка тX т- Действительно,
любую матрицу Т порядка тX п можно представить в виде Т =

= SX T -f-SiZT
, где S] матрица порядка тХ ( п О’» ZT матрица

порядка (я — /) Xп и ZT X == 0. В выражении (4) слагаемое a2SpTT PT
принимает минимальное значение при нулевой матрице S b а остальные
слагаемые от матрицы Si не зависят. Следовательно,
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#(t,Tf o) = £{(t +TY 0) TP(t +TY—б) J 0} (2)

Q (t, Т) = sup R (t, Т, 9), (3)
Ä9f^Q A,

R (t, Т, 9) = tT Pt 2tT P (I m ТХ)O -f-
--- 0 T ( lm— XT TT ) P (Im TX) 04-a2 Sp T TPT. (4)

min Q (t, T) = min Q (t, SX T ) = min Qi (t, S),
t,T t,s t,s
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где

Пусть U произвольная матрица порядка iX /■ Тогда существует
единственная [3 ] матрица U+ порядка /X Т удовлетворяющая соотно-
шениям

Через U- будем обозначать матрицу порядка /X 9 удовлетворяющую
равенству IЛПИ =U. Пусть В матрица порядка {т —£) X
строки которой образуют базис (m —k) -мерного многообразия в R m

,

ортогонального к многообразию, порожденному строками матрицы А.
Нетрудно проверить, что

Обозначим через р г , г— 1,
..., г, собственные векторы матрицы Р,

соответствующие ее положительным собственным значениям Я,*, i =
= 1, ...» г, тогда

(6)

Из представления (6) нетрудно видеть, что, поскольку условие
не накладывает никаких ограничений на ( т — k) -мерный век-

тор ВО, функция Qi(t, S) принимает конечное значение при тех и толь-
ко тех матрицах S, которые для всех t -= 1 , ..., г удовлетворяют ра-
венству

Уравнение

тогда и только тогда разрешимо относительно вектора щ, когда суще-
ствует такой вектор щ, что

Действительно, из равенства (8) следует, что pj ру(А+А -|- В+В) =
рТА+А + иТХт ХВ+В = ртА+А u^XTXA+A ur[XT X, т. е. вектор

р, принадлежит многообразию, порожденному строками матриц А и X.
Но такое же многообразие порождают строки матрицы Хт Х-;-А+А =

= (Х т i А+А) (Х т i А+А) т . Если справедливо представление (9), то
рТВ+ = г]^ХтХВ+, так как АВ+ = АВ+ВВ+ = АВ Т В+Т В+ =O. Вводя
обозначение Н= \т ХтХВ+(Х тХВ+)~, общее решение уравнения (8)
получаем в виде [ 3 ]

где \г произвольный m-мерный вектор. Система уравнений относи-
тельно матрицы S
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Qi (t, S) = sup [t J Pt 2tTP (Im SXT X) 0 -j-
Aö<=Qh

-1- oT(lrn0T (Irn XT XST ) P {\m SXTX)9]+ a2 Sp XST PSXT . (5)

UU+U =U, U+UU+=U+, (U+U) T = U+U, (UU+) T =UU+.

A+A -j- B+B = \m.

Qi(t, S) = sup {i;^[tTPi-PI(U-SXTX)(A+A + B+B)9]2} +
АОеЙл i=l

+ о2 Sp XS T ( ) SXT .
i=l

pTSXT XB+ = pTB+. (7)

uTXT XB+ = pTß+ (8)

pT = nT(XTX + A+A). (9)

UT = T1T + VT H
, (10)



(И)

всегда допускает решение в силу линейной независимости векторов
р г , I=l, ~., г. Следовательно, принадлежность векторов рг , i=l, . ..

~., г, линейному многообразию, порожденному строками матриц X и
А, является необходимым и достаточным условием для существования
вектора t и матрицы S, при которых значение функции Qi(t, S) конечно.
В последующем изложении считаем это условие выполненным.

Таким образом, проблема минимизации Qi(t, S) сводится к опти-
мальному выбору векторов t и vit i= 1, ..., г. Используя (7), (9) и
(И), получаем

Вводя обозначения ß = A9, z = (tT
, vf, .. . , vf) T и подставляя (12) и

(13) в (6), получаем для минимизируемой функции следующее выра-
жение:

(14)

где

(15)

Выражение в квадратных скобках в формуле (15) при фиксирован-
ном векторе ß, как легко проверить, есть выпуклая функция по z для
всех г—l, ..., г, а следовательно, и функция Q2 (z) = sup /?2 (z, ß)
выпукла по z. Для ее минимизации по вектору z в общем случае нам
кажется наиболее подходящим метод, изложенный в работе [4 ] и со-
стоящий в построении последовательности {z-ф, определяемой соотно-
шениями

где вектор d опорный к Q 2 (z) в точке V = (t*T , •• • , vj
r
T ) T

.

Можно показать, что функция Q 2 (z) удовлетворяет условию теоре-
мы 2 работы [ 4 ] и, следовательно, lim Q2 = minQ2 (z) при любом

/->OO Z

значении z°. По-видимому, хорошее начальное приближение z° можно
получить, включая в некоторый эллипсоид и используя результаты
работы [ 1 ]. Опорным к выпуклой функции Q 2 (z) в точке называется
вектор удовлетворяющий условию Q2(z) Q2 T (z — V).
Нетрудно проверить, что в настоящем случае такому условию удовле-
творяет вектор
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pTS = r]T -}- vJH, i== 1. .... г,

рт ( I m - SXT X) 0 = рГ( \ т - SXTX) А+АO =

,= г]7А+АO vTHXT XA+AO, (12)

Sp XST (± AiPipJ) SX T =± l .pJSXTXSTp. =
г=l г—l

r (13)
= Xi [т)ТХтХг] . -f- 2vTHXTXr]. -f vTHXT XHTv. ].

2=l

Q 2 (z) = sup R 2 { z, ß),

Rz{ z, P) =± M (tTp. - rtfA+ß -1- vTHXT XA+B) 2 +
г=l

-1- + 2vTHXT Xr] t. -1- vJHXTXHTv.) ].

oo
Z j+i =Zj

— QjcVM|, Qj->O, 00,
j=o



т. е, вектор частных производных функции (15) по координатам векто-
ра z в точке z = при фиксированном векторе ß = ß* j

, где ß* j лю-
бой такой вектор из Qk, что R 2 {zi, ß* j) = sup R 2 (z\ß).

Таким образом, единственная трудность в решении задачи ука-
зать вектор ß* е Qh, на котором при фиксированном векторе z дости-
гает максимума квадратичная выпуклая по ß функция R 2 {z, ß). Каким:
образом решается эта проблема и разрешима ли она вообще зависит
от свойств множества Qh и матрицы Р.

Замечание 1. Допустим, что множество Qk является симметрич-
ным относительно некоторого вектора ß 0, т. е. ß g Q/{ (ßo —(ß
e Qft. Пусть Qfeß o такое множество, что — ß0 ) e
тогда (ß-ßo) —(ß — ßo) e Q ftß0 . Для матриц S, удовлетво-
ряющих условию (7), функция (6) представима в виде

откуда легко следует, что оптимальным значением вектора t при любой
матрице S является

Следовательно, задача сводится к минимизации по S функции Qi(ts , S)
или, что равносильно, к минимизации по вектору v = (vf, \’Т) Т

функции

где

(17)

Для минимизации функции Qs(v) можно использовать описанный выше
итерационный процесс.

Замечание 2. Если Qu многогранник в евклидовом
пространстве, то супремум по ß е функции R 2 { z, ß) (функции
£3 (v,ß)) при фиксированном векторе z (векторе v) достигается в одной
из вершин многогранника.

Замечание 3. При оценивании функции f{р) = р гo статистикой
f(p) pT (t-f- TY), где р m-мерный вектор, в некоторых случаях
естественным является критерий оценки sup £{[/(р) — /(р)]2 [o} г

AOeQÄ
совпадающий с критерием (3) при Р =ррт .

Пусть р = РР Т = 2с, p t pf, тогда супремум по ße Qh функции R 2 { z, ß)
(функции Rs{v, ß)) при фиксированном векторе z (векторе v) достигается
в точке, где линейная функция L(ß) = — vJHXTXA+B принимает
либо максимальное, либо минимальное значение на множестве Q/{.

Таким образом, задача определения максимума квадратичной функ-
ции сводится к отысканию максимумов линейных функций L(ß) к
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с5’ = [dßz{z, B*i)/dZ] z=z i,

Qi (t, S) = sup ± Я . [pH -pf (Im - SXTX) A+ßo -

|-ß0 )eQ feß/ =1

- рт (l| _SXTX) A+ (ß - ß 0) ]2 +a2 Sp XST (Jj l.p.pj) BХД
i= l

t s = (Im SXT X) A+ßo.

Q 3 (v) == sup £3(v, ß), (16)

Ä3(v, ß) = 2 U {[ (nT -vi HXTX) A+ (ß - ß„) p+
i= l

+ o*(лТХТХл,.+>тНХтХгl, +vTHXT XH Tvi )}.



—L(ß) на множестве а если многогранник, то к задаче линей-
ного программирования.

Замечание 4. Допустим, что АО еQ k -<=>- (0 oо) тАтА(O 0О ) <

с, где с » 0. Множество симметрично относительно вектора ß 0 =

= А0О и согласно замечанию 1 определение оптимальной оценки сво-
дится к минимизации функции (16). Пусть ß* такой вектор, что
Rs (v, ß*) = sup i?3 (v,ß). Тогда (ß* — ß0 )/c'/2 является, очевидно, соб-

ße=Q ft

ственным вектором матрицы ЯгА+т (г]Т —vJHXtX) t(t]T v^HXTX)A+,
i=i

соответствующим ее максимальному собственному числу, и вычисление
вектора ß* при фиксированном векторе v не представляет принципиаль-
ной трудности.

Кроме того, если Р = ррт или существует такая невырожденная
матрица С порядка т'фт, чтo матрицы СТ ХТ ХС, СТ АТ АС и СТ РС
являются диагональными, то простые способы определения оптималь-
ной по критерию (3) оценки указаны соответственно в работах [ 1 ]

и р].
Замечание 5. Допустим Р = ррт = Пусть для i, j=

—l, .

.., s матрица А* порядка ki Xт и ранга ki удовлетворяет усло-
т

вию AiAj =O, если iФ у, и Qht замкнутое ограниченное симметрич-
ное относительно вектора B iio множество в Ац-мерном евклидовом про-
странстве. Матрицу А и множество Qk определим следующим образом;

Нетрудно проверить, что А+ = (А+ j ... ! А+) и, следовательно,
8

+
«

-А+А = А*. Введем обозначения Go = А* ß i 0, ß 0 = AOO ,
* 1 2=1

ßi = Ajö, i= 1, s, иß= A0 = (Bi, ß s
T

) . Очевидно, ß 0 =
. ф TT 17 1

~ (Bno, •■ •, ßs,o) и множество Q& симметрично относительно вектораßo- Тем самым определение оптимальной оценки сводится к минимиза-
ции функции (16). При минимизации (16) на каждом шаге описанного
выше итерационного процесса требуется определить супремум по ß(функции Rs (v, ß) при фиксированном векторе v. При сделанных предпо-
ложениях
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A= ( I•• • I AJ)T и AeeQft^ÄiöeQk ., i=l,.. .

, s.

sup [(r,T_ vTHXTX)A+(B-ßo)]* =

= sup [ — vJHXT X) A+A (0 0O ) Y~
AGeQfe

= sup [ (лТ аУ A((0 e 0) p =

Aföeßfcj, i= 1, ..., s <=i

= sup (ß<-ß,,0)P =

Bieß i eQ fe ,2= 1, ..., S 2= 1
i

=l2 sup (r]T vfHXT X) A* (ß,- ß,j0) ]2



Следовательно,

где ß* такой вектор, что

В некоторых случаях приведение вычисления вектора ß* к вычисле-
нию векторов B*, i= 1, ..., s, дает существенное упрощение в решении
задачи. Так, например, если для i = 1, ..., s

при неравенстве нулю знаменателя последнего выражения и вектор ßi
произволен в противном случае.
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J. КUKS
REGRESS lOONIKOEFITSIENTI DE MINIMAKSHINNANG

Optimaalset hinnangut lineaarse regerssioonmudeli kordajate m-dimensionaa!sele
vektorile 0 otsitakse konstantse vektori ja vaatluste suhtes lineaarse vektorfunktsiooni
summana esitatavate hinnangute klassist. Optimiseerimise eesmärk on minimiseerida
ruutriskifunktsiooni ülemist raja kõigi nende vektorite 0 hulgal, mille projektsioon
Eukleidilise ruumi R m alamruumi R h' kuulub antud suletud tõkestatud hulka Q'k cr Rh'.

Näidatakse, et probleem on lahendatav iteratsiooniprotsessi abil siis, kui suvalise fikseeri-
tud hinnangu korral on võimalik ära näidata riskifunktsiooni maksimumpunkt hulgal
Q'k. Erijuhtude jaoks on antud probleemi täielik lahendus.

/. KUKS
A MINIMAX ESTIMATOR OF REGRESSION COEFFICIENTS

This paper is concerned with finding an optimum estimator of an m-dimensional
vector 0 of coefficients in a linear regression model within the family of estimators which
may be represented as a sum of a constant vector and a linear vector-statistic. The
optimality criterion is to minimize the supremum of a quadratic risk function on a set
of all these vectors 0, whose projection on a subspace R k/ of the Euclidean space Rm

belongs to a given closed bounded set Q'k ci R h'. It is shown that the problem may be
solved by means of an iterative minimization process if it is possible, for any fixed
estimator, to indicate a point of maximum of the risk function on the set Q'k. For some
particular cases, the full solution of the problem is given.
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Rs (v, ß*) = sup R 3 (v, ß), если ß* = (ß7,.. . , ß7) T
,

(лТ-vTHXTX)Af■(p*-ß i,„) =

= sup (riJ-vJHXTX)Aj' (ßi — ßt.ö), I=l, .... S.
Bi eQ Äi

А;() e Qft (9 - oi,o)
T A,T А,- (0 - О,’ o) Cj, где с л 0,

a/T (ги-ХТХН’ЧДс/
то Pi.o a №,o. ßi IV о

[ ( t| j v'[HXT X) ДА
;

T f i|, XTXH T vi) J 1*
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	Температурная зависимость фононного крыла в спектре поглощения KJ-SH“.�3S; 3 катодный повторитель; 4 источник высокого напряжения и линейный усилитель VA-V-87; 5 одноканальный анализатор амплитуды импульсов ПД-2-1; 6 электронный ключ; 7 схема обратной связи; 8 генератор опорного напряжения; 9 блок автоматики; to пересчетный прибор ПП-1Т; II двухкоординатный самописец Endim 2200; 12 цифро-аналоговый преобразователь; 1
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	Рис. 2. Влияние примеси на струйную турбулентность. О— 6 = 32, х0 = 0,3; 0,4; 0,6; остальные обозначения см. на рис. 1.�爀攀尀䌀漀渀昀椀最尀吀䰀唀ⴀ搀漀挀圀漀爀欀猀ⴀ䜀䰀䈀䰀⸀椀渀椀䰀漀挀愀氀倀愀琀栀㨀䌀㨀尀倀爀漀最爀愀洀 䘀椀氀攀猀 ⠀砀㠀㘀⤀尀搀漀挀圀伀刀䬀匀尀戀椀渀尀搀眀匀爀瘀尀䐀圀匀爀瘀㐀⸀攀砀攀刀攀瀀漀爀琀攀搀匀琀愀琀攀㨀匀琀愀琀甀猀㨀倀爀漀挀攀猀猀椀渀最刀甀渀渀椀渀最䄀瀀瀀猀㨀䨀漀戀㨀䔀砀瀀漀爀琀堀䴀䰀䐀漀挀䤀䐀㨀㈀　㤀㔀㌀䘀椀氀琀攀爀㨀䴀漀渀漀最爀愀瀀栀䘀椀氀琀攀爀㈀㨀吀䰀唀ⴀ䴀漀渀漀最爀愀瀀栀ⴀ匀䌀䄀一尀戀㈀㘀㐀㌀　ⴀ㤀㜀㈀ⴀ䘀椀氀琀攀爀㌀㨀吀䰀唀ⴀ䴀漀渀漀最爀愀瀀栀䄀挀琀椀漀渀㨀倀爀漀挀攀猀猀椀渀最䄀挀琀椀漀渀㈀㨀䌀爀攀愀琀椀渀最 倀䐀䘀 戀漀漀欀洀愀爀欀猀䌀爀琀倀爀漀最爀攀猀猀㨀　䴀愀砀倀爀漀最爀攀猀猀㨀䰀愀猀琀匀琀愀琀甀猀䴀漀搀椀昀椀挀愀琀椀漀渀吀椀洀攀唀吀䌀㨀㐀㔀㔀㘀㐀㔀　㔀㈀刀攀瀀漀爀琀攀搀吀椀洀攀㨀㐀㔀㔀㘀㐀㔀㔀㠀　伀䌀刀䔀渀最椀渀攀匀琀愀琀甀猀㨀䘀椀渀攀刀攀愀搀攀爀 ⸀　簀 刀甀渀渀椀渀最 漀渀 氀漀挀愀氀 洀愀挀栀椀渀攀 簀 甀渀氀椀洀椀琀攀搀 挀栀愀爀愀挀琀攀爀猀 氀攀昀琀⸀簀 伀䌀刀 戀椀渀愀爀椀攀猀 瘀攀爀猀椀漀渀㨀 㘀⸀㤀⸀⸀㌀匀琀愀爀琀吀椀洀攀㨀㐀㔀㔀㘀㐀㔀　㔀㈀✀ 圀䠀䔀刀䔀 匀攀爀瘀椀挀攀一愀洀攀 㴀 ✀开倀刀伀䐀㈀开䐀圀匀爀瘀㐀开匀爀瘀开倀刀伀䐀㈀⸀琀砀琀✀�刀伀䐀㈀⸀琀砀琀

	ЛЮМИНЕСЦЕНЦИЯ КИСЛОРОДА В МОНОКРИСТАЛЛЕ АРГОНА ПРИ ФОТОВОЗБУЖДЕНИИ�ㅢ〴ㄵ〴ㅤ〴㈲〴ㅤ〴ㅥ〴㈱〴㈲〴ㄸ〰㈰〴ㄲ〰㈰〴ㄴ〴ㄲ〴㈳〴㈵〴㈴〴〴ㄷ〴ㅤ〴ㅥ〴ㄹ〰㈰〴㈱〴㈲〴㈰〴㈳〴ㄵ〰〰ㄴ〴ㄵ〴ㅤ〴ㄸ〴ㄸ〴〰〰〰〰㜲㘵㕣㐳㙦㙥㘶㘹㘷㕣㔴㑣㔵㉤㘴㙦㘳㔷㙦㜲㙢㜳㉤㐷㑣㐲㑣㉥㘹㙥㘹ち㑣㙦㘳㘱㙣㔰㘱㜴㘸㍡㐳㍡㕣㔰㜲㙦㘷㜲㘱㙤㈰㐶㘹㙣㘵㜳㈰㈸㜸㌸㌶㈹㕣㘴㙦㘳㔷㑦㔲㑢㔳㕣㘲㘹㙥㕣㘴㜷㔳㜲㜶㕣㐴㔷㔳㜲㜶㌴㉥㘵㜸㘵ち㔲㘵㜰㙦㜲㜴㘵㘴㔳㜴㘱㜴㘵㍡㌱ち㔳㜴㘱㜴㜵㜳㍡㔰㜲㙦㘳㘵㜳㜳㘹㙥㘷ち㔲㜵㙥㙥㘹㙥㘷㐱㜰㜰㜳㍡ち㑡㙦㘲㍡㐵㜸㜰㙦㜲㜴㔸㑤㑣ち㐴㙦㘳㐹㐴㍡㌲㌰㌹㌵㌳ち㐶㘹㙣㜴㘵㜲㌱㍡㑤㙦㙥㙦㘷㜲㘱㜰㘸ち㐶㘹㙣㜴㘵㜲㌲㍡㔴㑣㔵㉤㑤㙦㙥㙦㘷㜲㘱㜰㘸㉤㔳㐳㐱㑥㕣㘲㌱㌲㌶㌴㌳㌱㌰㉤㌱㌹㌷㌲㉤㌱ち㐶㘹㙣㜴㘵㜲㌳㍡㔴㑣㔵㉤㑤㙦㙥㙦㘷㜲㘱㜰㘸ち㐱㘳㜴㘹㙦㙥㌱
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