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В. УНТ ПИРЕТ КЕРЕС

О «ХВОСТАХ» ВОЛН В ПОЛЕ ШВАРЦШИЛЬДА

Исследован разброс волн в поле Шварцшильда на кривизне пространства-вре-
мени. Вычисления доведены до третьего приближения. Рассмотрение электромагнит-
ного и гравитационного излучений сведено к рассмотрению скалярного волнового
уравнения.

1. Введение

При рассмотрении гравитационных волн от физически реальных
источников из-за сложности уравнений поля приходится ограничиваться
приближенными решениями. Долгое время не удавалось идти даже
дальше первого приближения. Но именно в высших приближениях мо-
гут появляться интересные, качественно новые явления. В данной статье
нас интересует одно такое явление отражение (разброс) волн на
гфивизне пространства-времени. Вследствие разброса волны появляются
«хвосты» излучения после прохождения возмущения первого при-
ближения поле остается нестатическим. На возможность появления
«хвостов» указал X. Бонди [']. Неизбежность существования «хвоста»
скалярной и электромагнитной волн в поле Шварцшильда доказали
В. Кундт иЭ. Ньюмэн [2 ]. К выводу о существовании отраженных волн
ь поле Шварцшильда пришли также Э. Ньюмэн и Р. Пенроуз [ 3- 4 ]. Во
втором приближении «хвосты» для гравитационного мультипольного
излучения вычислили В. Боннор иМ. Ротенберг [s ], А. Хантер иМ. Ро-
тенберг [6 ], В. Коуч и др. [7 ]. Скалярные волны в поле Шварцшильда
рассмотрели С. Базанский [B ] иИ. Пийр [ 9 ], электромагнитные волны
Р. Манкин и И. Пийр [ lo ]. В данной работе мы частично воспроизво-
дим новым методом результаты вышеуказанных авторов. Большую роль
при нашем подходе играет симметричная запись уравнений поля, в ко-
торых в одном случае аргументом является запаздывающая координата
времени, в другом опережающая координата времени. Благодаря
этому удалось значительно упростить вычисления и пойти дальше дру-
гих авторов. Новым является также сведение анализа всех видов излу-
чения к рассмотрению скалярного излучения.

В данной работе мы проинтегрируем вплоть до третьего приближе-
ния волновые уравнения для скалярных, электромагнитных и гравита-
ционных волн в поле Шварцшильда. При этом будем пользоваться ли-
нейным элементом Шварцшильда в нулевых полярных координатах
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Здесь т масса центрального тела; единицы измерения выбраны так,,
что скорость света и гравитационная постоянная равны единице. Мы
рассмотрим радиально излучающий источник. Испущенные им волны
распространяются вдоль изотропных геодезических и = const, Ф
= const, ф = const. Назовем эти волны прямыми. Как увидим в даль-
нейшем, на кривизне пространства-времени происходит отражение
прямых волн. Появляются так называемые обратные волны, распро-
страняющиеся вдоль изотропных геодезических v= —и 2г—-
—4тln(г 2т) = const, ft = const, ф = const.

Одно из преимуществ линейного элемента (!) по сравнению с обыч-
ным линейным элементом Шварцшильда состоит в том, что уравнения
изотропных геодезических для прямых волн не содержат логарифмиче-
ских членов. Поэтому не раз высказывалось предположение, что вол-
новые решения в этих координатах вообще не содержат членов лога-
рифмического типа. На этом предположении основываются доказатель-
ства ряда теорем. Но так как в точной теории с прямой волной всегда
связана обратная (отраженная) волна с аргументом —и —2г
—4тln(г 2т), то при рассмотрении волновых процессов в коорди-
натах (1) невозможно избежать логарифмических членов.

Решение ф для волнового уравнения ищем методом последователь-
ных приближений ф = фф ф т • • ■ , где ф —решение волнового урав-
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метрику будем пренебрегать. Мы ограничимся вторым и третьим при-
ближениями и рассмотрим волновые решения скалярного уравнения,
уравнений Максвелла и уравнений Эйнштейна. Анализ двух последних
случаев сведем к рассмотрению скалярного волнового уравнения. По-
этому в первых параграфах статьи займемся более подробным анали-
зом скалярного волнового уравнения. Мы покажем, что первичная пря-
мая волна первого приближения порождает во втором приближении
вторичные прямые и обратные волны. Вследствие линейности волно-
вого уравнения эти два типа волн можно рассматривать отдельно. Пря-
мые вторичные волны вычисляются просто, и приводить их мы не бу-
дем. Во втором приближении вычислим только обратные волны. Вто-
ричная волна в свою очередь порождает в третьем приближении тре-
тичные обратные и прямые волны и т. д. Между третьим и вторым
приближением имеется полная математическая аналогия за исключе-
нием появления логарифмических членов. Поэтому в третьем прибли-
жении вычислим только члены логарифмического типа. Мы покажем,
что их можно интерпретировать как поправку к аргументу обратной
волны. Использование изотропной координаты u = t—r вместо обыч-
ной координаты t вносит в проблему некоторые своеобразные черты уже
в первом приближении. Мы коснемся и этих проблем.

2. Скалярное волновое уравнение в первом приближении

Рассмотрим обычное волновое уравнение для скалярного поля в
координатах (1) при т = 0

(2)

уде А оператор Лапласа. Если решение уравнения (2) искать в виде
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(3)

где УГ— шаровые функции, то получим рекуррентные уравнения

Разложения типа (3) важны с точки зрения общей теории относитель-
ности, и поэтому мы остановимся на них более подробно.

Решение уравнений (4) определяется одной произвольной функцией
йцш {и) и постоянными интегрирования, которые сначала берем рав-
ными нулю. Тогда при коэффициенты as i m =O. Определен-
ным коэффициентам аит соответствует определенная мультипольная
структура источника. Вместо а.ц т может быть взят и какой-нибудь
другой коэффициент asim , s 1, например ai+i; im {u) =Aim {u).
Тогда

(5)

При Aim = const имеем поле постоянного мультиполя.
До сих пор мы описывали испущенное источником излучение. Будем

называть соответствующие волны прямыми. Далее покажем, что в
полной аналогии с прямыми волнами можно описывать сходящиеся к
источнику волны, которые будем называть обратными. Если вместо и
ввести новую координату времени v— —и 2г, то в новых координа-
тах обратная волна ф(и, г , О, ф) удовлетворяет уравнению

(2а)

Уравнения (2) и (2а) совпадают, только один аргумент и заменен дру-
гим аргументом v. Следовательно, решение уравнения (2а) имеет такой
же вид, как и решение уравнения (2)

(sа)

При обычном подходе прямую и обратную волну можно описывать
одновременно. Если же искать решение в виде ряда (3), то только при
некоторой частной форме коэффициентов Bi m {v) ряд (За) можно пред-
ставить в виде (3) (со сходящимися коэффициентами). Это значит, что
только узкий класс обратных волн можно описывать при помощи рядов
(3). К таковым, например, относятся обратные волны с мультипольной
структурой Bim(v) = ( —v)~n , п > 0. Подставляя последнее значение
Bim{v ) в (sа), (За) и заменяя v на —и 2г, имеем

Разлагая {и + 2r)~h = (2r)~ k 1+ j в ряд по степеням и/2г, можно

для ф при и<; 2г действительно получить ряд вида (3)
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где asim ~ us- l~ n ~ l
.

Коэффициенты a sim можно получить также непо-
средственно из рекуррентных уравнений (4), положив в них только
одну постоянную интегрирования отличной от нуля,

Данный пример проясняет также физическое значение постоянных
интегрирования в интегралах уравнений (4) при 1: они порож-
дают обратные волны с мультипольной структурой Bim ~ ( —v)~n

.

Резюмируя, можем сказать,что рекуррентная система (4) для коэффи-
циентов asim распадается фактически на две независимые подсистемы,
которые описывают различные явления (см. также И. Пийр [9 ]).

1) Первая подсистема описывает прямые волны, порожденные функ-
цией информации ацт{и), и решения, определяемые начальными зна-
чениями asim{uo), 2 s /-Д 1 ■ Эти решения можно задать и значе-
ниями коэффициентов Aim в выражении (5).

2) Вторая подсистема описывает обратные волны, определяемые
начальными значениями asim{uо), s IД- 2.

Отметим, что asim = const, 2 5 /Д- 1, дают неизлучательные
нестатические решения. Поскольку изучением этих решений в случае
электромагнитного и гравитационного излучений занимался А. Папа-
петру с сотрудниками [ ll_l3 ], на них в данной работе мы останавли-
ваться не будем.

3. Скалярное волновое уравнение во втором приближении

Скалярное волновое уравнение в случае метрики (1) имеет вид

(7)

Отсюда получаем во втором приближении

(8)

Если в уравнение (8) подставить ряд (3), то имеем

Уравнения (8) и (9) линейные уравнения, и вклад каждого asim
1

можно вычислить отдельно. Вклад коэффициентов asim при s< I можно
1

найти, вставляя их в систему (9). Это дает новые прямые волны. Иной
характер имеют в рекуррентных уравнениях (9) коэффициенты as_li;m

1
при s = I -J- 1 и s = / -j- 2. Они порождают бесконечный ряд рекуррент-
ных уравнений для as i m, которые, как мы далее увидим, описывают об-

-2
ратные волны. Физически это означает, что прямые волны порождают
обратные волны, происходит отражение волн на кривизне пространства-
времени. В дальнейшем нас интересует только эта связь прямых и об-
ратных волн. Интегрирование бесконечного ряда рекуррентных уравне-
ний (9) и суммирование соответствующего бесконечного ряда про-

20 В. Унт ,
Пирет Керес

oo

ф ( — и— 2г, г, f)', ср) = aS!m{ii) r- s YГ {s,<s) ,
3—l+П+l

_ v 11 i2l~Р) ]Лп +Р— 0 !
Ui+n+iM ~

Q 2np\{l —p) \ (21) \{n—l)\ '

(Гф) |Г Аф = (Гф.г) ,г.

~Г ( ГФ) .Г —Аф = (гф,г) ,Г.
' 2 2 ' 1

2sas+i,lm “h s ) {l 1) &slm -f- 2m (s —1 ) 2 ÖS—i,Zm- (9)
2 2 1



О «хвостах» волн в поле Шварцшильда 21

ведено в работе И. Пийра [9 ]. Ниже найдем эти интегралы без вычис-
ления промежуточных бесконечных рядов.

Проинтегрируем сначала волновое уравнение с неоднородным чле-
оо со I

ном более общего типа Я =222 Вследствие
п=l I=l т——l

линейности уравнения достаточно рассмотреть в И только одно сла-
гаемое. Пусть

(10)

где him (и) заданная функция, ап положительное натуральное
число. Рассмотрим, как из частного решения однородного волнового
уравнения получить решение уравнения (10). Частное решение однород-
ного уравнения (10) можно записать в виде (За), (sа), положив там

где I параметр. Мультипольные моменты Bim можно взять также в
виде линейной суперпозиции приведенных выше мультинольных мо-
ментов

где т не зависящий от координат параметр. Решение однородного
волнового уравнения можно теперь записать в виде (За), где

о did тлЗдесь мы учли, что в рассматриваемом случае = —.Из ре-
шения (11) однородного уравнения легко получить решение неоднород-
ного уравнения, заменяя в пределе интегрирования параметр т на коор-
динату и и выбирая подходящие значения для Ci m . Пусть

Подставим соответствующий ряд (За) в уравнение (10). Этот ряд будет
решением уравнения (10) в том и только в том случае, если те члены,
в которых встречается дифференцирование по пределу интегрирова-
ния и, будут равняться членам в правой части уравнения (10). Из этого
условия получаем

Здесь мы пользовались также соотношением

В дальнейшем соотношения (13) понадобятся только при п = 1,2. Если
п 1,2, то

(Гф) ,r —Аф = YT(#- f) ■

В ы = (-о -£)-" =(u+ 2г - I)'”,

D f Clmjl) j*.

3 lu +2r I)" ё’
То

1\ {2l р) ! ( —1) Р dv Г Сlт Ц)
I+l РМ (2/)! (/ —р) \р\ drP J{u+2r— l) n s ' 1 }

to

и /! (2 1 р) ! ( 1) р dP Г Cim{%) jy /19чl+i-PM (2 l)\{l p)\p\ drP J(M + 2r-^) n ( '

u 0

„ , s 2"-‘(( + n-l)!(2i)! , , ,c,m (u) Щ T+nj] (13)

{2l p)\(n + p~ 1)! {2l + n)\
P=o (l-p)\p\(n- 1)! (i + n)!

Cim —

2 j j у^' lm (^)• O^a)



Проинтегрируем уравнения (8) и найдем ту часть ф, которая опи-
-2

сывает обратные волны. Будем обозначать ее через ф. Из (9) следует,
что для нахождения ф нужно учитывать в ф только два последних

1

члена, остальные члены порождают прямые волны. Пусть

(14)

Физически представляет интерес случай, когда источник излучает
в течение конечного промежутка времени, т. е. Aim(u) Ф 0 только при
щ <С и с U[. Рассмотрим этот случай. Найдем сначала статическое
решение уравнения (8) при и < иO .

Тогда Aim {u) = Ai m {u o) = const,
Q-sim 0 и уравнение (9) дает

(15)

Уравнение для ф при и > и0 получим, если подставим выражения
(14) и (15) в уравнение (8)

(16)

где öAim Aim {u) — Aim {uo). В последнем уравнении вклад от Aim {u o)

не учитывается, он учтен в выражении (15). Поэтому вместо Aim {u)
имеем в уравнении (16) бAi m {u). Отметим также, что Ai m = бÄi,n.

Уравнение (16) принадлежит к уравнениям типа (10), и на осно-
вании выражений (12), (13а) и (За) можем написать обратную волну
гр, порожденную прямой волной ср, в виде

1

Отметим, что ф описывает чистую обратную волну только в случае
бAi m {u>Ui) =O. Тогда bi +2tim {u и { ) =O, а в выражениях
bi+i-p,im{u щ) верхний предел интегрирования можно заменить по-
стоянной U\. Соответствующее решение получим в виде ряда (За), (sа)
со значениями мультипольных моментов

Б следующем параграфе рассмотрим только этот случай
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Если Bim действительно можно связать с мультипольной структурой
обратной волны, то в точной теории в правой части равенства (19) ар-
гументом должен быть

потому что изотропная геодезическая, вдоль которой распространяется
обратная волна, определена уравнениями v = const, O' = const, cp =

= const. Во втором приближении достаточно учесть первое приближение
аргумента и и можно взять мультипольные моменты Bim в виде (19).
Но если теми же мультипольными моментами пользоваться и в третьем
приближении, то там должны появиться поправки логарифмического
типа. В следующем параграфе покажем, что это действительно имеет
место.

4. О поправках третьего порядка к скалярным волнам

Волновое уравнение (2) для третьего приближения имеет следующий
вид:

Здесь ф заданная, а ф искомая функции. Далее будем учитывать
2 з

только ту часть ф, которая описывает обратные волны. Остальная часть
2

решения может быть найдена по схеме, изложенной в предыдущем
параграфе. Заменим в правой части уравнения (21) ф на ф, которая

2
описывает чистую обратную волну, т. е. дана в виде ряда (За), (sа)
•с мультипольнымн моментами (19), и перейдем от и к аргументу
zj = —и — 2г. Обозначая производные по v штрихом, имеем

По сравнению с уравнением второго приближения (8) в правой части
уравнения (22) появляются добавочные члены

Если в уравнение (22) подставить ф в виде ряда (За), то вклад от этих
членов определен уравнением

"Так как здесь в правой части имеется член, пропорциональный /~2
, то

решение этого уравнения невозможно записать в виде ряда (За). Не-
трудно убедиться, что решение уравнения (23) следующее:

Остальную часть ф можно выписать в полной аналогии с результатами
3

предыдущего параграфа.
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v=—и 2r —4m ln r-f 0(m2), (20)

( ГФ) ,r —Аф= (/чр.г) ,r. (21)
'г з ' 2

~(V) ,г - Д<р = -—■ [г (if, г - 2ф') ]., + (liv - 2if /) (22)
з з ' г

+ -rVj + -zV)

l+i I+ l
□ Ф =l-Srnb"mr-*-Bm2b"mr-’-< (2s- l)6'*mr— ’!Щ.

s=2 s=l
(23)

г+i
Ф = —4т b'sim{v)r-s ln rYT (0, ф). (24)

s=l



Дадим интерпретацию выражения (24). Сложим ряды (17) и (24)

Учитывая соотношение (20), имеем в рассматриваемом приближении

bsim{v) Am\nrb'sim {v) Ä b sim{v). (25)
Этим мы показали, что члены логарифмического типа дают действи-
тельно поправку к уравнению геодезической, вдоль которой распростра-
няется обратная волна.

Далее покажем, что решения уравнений электромагнитного и гра-
витационного полей в первом приближении также определены реше-
нием волнового уравнения скалярного поля, а поправки более высокого
порядка дают такую же отраженную волну, которую мы получили в
случае скалярного поля.

5. Волновое уравнение для электромагнитного и гравитационного
излучений в поле Шварцшильда

Воспользуемся записью уравнений Максвелла и тождеств Бианки в
локальном квазнортогональном репере* m'1

, т^). Выберем репер
так, что № является касательным вектором к изотропной геодезической
и = const, О = const, ф = const, а касательным вектором к сфере
г = const, и = const. В поле Шварцшильда эти условия удовлетворены,
например, при следующем выборе репера:

(26)

Следуя Э. Ньюмэну и Р. Пенроузу [ и ], введем спинор электромаг-
нитного поля

(27)

где /Д,. тензор электромагнитного поля. Уравнения Максвелла для
спинора Фа(м, г, ф, ф) записываются следующим образом:

Черта над символом означает комплексное сопряжение.
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l+l
t+ Ф = [b sim{v) —Am ln rb'sim{v ) ]r-sY™.

s=l

/* = (0, 1,0, 0),

№= (*’ —г+Т’ 0' о)’
= ——■ (0,0, 1, —-—) .

гф2 ' sin tt '

ф 0 = F vJ\4n\ ф 4 = —Fuv (/^ v + 7П^гп х ),

ф 2 =

(Dl г+" (Dl = —S— гиФо, (28а)
г У2 г

Ф2г+“ Ф2 = боФь (286)г У2 г

/ I f?i \ 1 I
Фо = ("2 7) Фо',’ + '2ГФо + ~=~воФи (28в)

У2 г



(28г)

Здесь использованы дифференциальные операторы

Два первых уравнения (28) связывают производные от Фа на гипер-
поверхности и = const, два последних уравнения определяют изменение
Фа в направлении и. Первую пару уравнений называют соответственно
уравнениями гиперповерхности, вторую пару уравнениями распро-
странения. Фактически одно из уравнений (28) является следствием
других, и достаточно рассмотреть два уравнения гиперповерхности п
одно уравнение распространения.

Сведем интегрирование системы уравнений (28) к интегрированию
скалярного волнового уравнения. Для этого умножим уравнение (28г)
на г 2

, продифференцируем полученное уравнение по г и на основании
уравнения (286) заменим (гФ2), г на 1/у2OO Фь Обозначая cp = KDi,
имеем (o]б o оператор Лапласа на сфере)

(29)

Покажем, что такого же типа уравнение можно вывести для гра-
витационного поля. Следуя Э. Ньюмэну и Р. Пенроузу [ l4 ], определим
величины 'Fa:

(30)

Здесь Ca ß V 6 тензор Вейля, который в пустом пространстве-времени
совпадает с тензором Римана—Кристоффеля. Из тождеств Бианки по-
лучим следующую систему уравнений для 'Fa (встречающиеся здесь
коэффициенты вращения о, т, р, v, >. и компоненты репера т2 , k 2 выра-
жаются также через 'Fa):

(31а)
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®‘+-j=7 ž‘®-

/ rj i d \

К = Sinn 0 - r-r- -5 sin-"
\ cm sm тЭ 1 ocp /

Ьп == sin~n ft (—— + -Цт sin™
\ oft sm# dcp /

(Гф).г —Дф = (Гф.г) ,Г -ф] •

Wo = Са р у()1а тРIУт6
,

Wt = —Са^ЬНУтЬ,

Ч'г = C«ßvö (Z a & ß№ l*kVmmt6 ),

Wз = Сат^кш^,
= —Ca,ßy(,ka7n^k^m ö .

Vo =(- )'Fo,r +( —+ )ч, о + 4-в-,'Гl - —о,
\ 2 г ' W2 2г ' ]/2 г г3

)чч,+(-L-#w.+ (316)
' 2 r

'
' r r 2 ' ]/2 r r 3 r4



Уравнения (31а) (31 г) определяют изменение ЧУ* в направлении и,

их называют уравнениями распространения. Уравнения (31 д) (31з)
связывают производные от Та на гиперповерхности и = const, их назы-
вают уравнениями гиперповерхности. Уравнения для ф = г2л¥2 получим
при умножении уравнения (31 в) на г 3

, дифференцировании по г и под-
становке (г2Т 3),г из уравнения (31ж)

(32)

Мы показали, что скалярные уравнения (29) и (32) соответственно
для электромагнитного и гравитационного полей отличаются от уравне-
ния скалярного поля (7) только слагаемыми, пропорциональными т в
правой части равенства. Следовательно, в плоском пространстве-вре-
мени решения уравнений (29) и (32) можно взять в виде (3), (5) или
(За), (sа), а в поле Шварцшильда к решению уравнения (7) надо до^

2/72бавить еще вклад от члена—г-ф, т. е. решение неоднородного волнового

уравнения

(32а)

Проинтегрируем последнее уравнение вс втором приближении. Пусть
Ф имеет вид (3). Найдем, более точно, вклад в х от двух последних

1 2
членов в разложении ф по r~ s . Вклад в решение х от остальных коэф-

-1 2
фициентов разложения ф определяется из рекуррентных уравнений гипа

1 .

(9) они дают только прямые волны. Подставляя ф= [Aim {u)r~l -\-
1

+ Aim {u) г-1- 1 ] У™{s, ф) б уравнение (32а), имеем
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¥2 =(- —W+f- )Ч'2 + ЙIЧ'3 + (31в)
\ 2 г ' V2 г гг > ф2 г г3 г4

= (J._2») 4r v +( ,A_6!»W + 4rwt _3!» Vt (Sir)
\ 2 Г 1 4 г г2 ' ]/2 г г3

3-2¥о, (31 д)
г у2 г

fv+—'Pi = Ar-i-iVi, (31е)
г у2 г
О 1 Qгуl

f!ir + -7j = 4W2 + тп\ (31ж)
г У2 г г4

11 *3 /77
¥4,г + = <W3 +— Л. (3 13)

г У2 г г3

2 • . 2m Г 4 ] ftmat(гср) ;Г — Aqp = (гф,г),г - —<р J г4
-

n 2m□x = Ф-



Видим, что добавочный член 2mr~\ в уравнении (29) порождает
1

во втором приближении только прямые волны. Такое же следствие вы-
текает для двух последних членов в уравнении (32), где

Далее предположим, что в решении волнового уравнения обычная

У4я21 [
YT- Будем поль-

зоваться также шаровыми функциями со спином п. Эти функции прос-
то связаны с матричными элементами Tl

nm представлений трехмерных
вращений пространства (определение Т[пт дано в монографии [ ls ])

В дальнейшем нам понадобятся следующие свойства Yl
nm :

Найдем остальные компоненты Фа, ЧД- Если функция ф описывает
прямую волну, т. е. дана в виде ряда (3), тогда из уравнений гиперпо-
верхности (28а), (286) и (31д) (31 з) легко вычислить искомые вы-
ражения:
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X = ~m r~l~2 Y™ (0, <p).

at = Jtj ( allm-{-{— 1)та±'l-т) У™ .
lm

Yhm{s, ф) = Tl
nm ф, 0j .

&п Упт iУ{I ri) {I tl 1) Yn+l,m»

«п Уum= —i У ~h —П. -]- 1 ) Fn— l,m-

Н-1 с 1 .

Фо = —У2iš -—— ф),
s=i yiii о
Фг =~2Ш±ll■а„т (Ц)г-^Г,,

т (»,ф)+ I (33)
У2 s=i s

Н O'ilrrJ 1Уlm (Ф, ср);
W+ l) J

Ч'о =
—-=

2
———

1)(s~2)
-as ,m (H) гДт,У((-1)(((+1)(1 +2) S=l (■■+*

i 1/2 Hi с I
= -у'~2 L asz™(«)yV

y/(/+l) s=l r*+2

Г t yT(7 -f- 1) *+ll , iV2 1 гI y= Q-slm{u) -\ —• ■ CLii m [u) r 2 I Kim, (34)L У2 B=l srs+* y/(/+l) J



Коэффициент при г-1 вФ2 найден непосредственно из уравнения (28г),
Коэффициенты при гl , г-2 в Чгз, ЧЛ найдены из уравнений (31в) я
(31 г). Отметим, что так как уравнения гиперповерхности (28а), (286)
не содержат членов, в которые в качестве множителя входит т, то вы-
ражения (33) верны в любом приближении, а выражения (34) справед-
ливы только в первом приближении.

Некоторые осложнения возникают при рассмотрении обратных волн,,
т. е. в случае, когда ср дана в виде ряда (За), (sа), потому что тогда
при интегрировании и дифференцировании по г нужно учитывать то
обстоятельство, что коэффициенты b si m {v) также зависят от г. Но если
воспользуемся свойствами симметрии уравнений (28), (31) в отноше-
нии замены переменных v= —и —2г —4mln {г 2т) и и, то можем
для обратных волн найти формулы, аналогичные формулам (33), (34),
Займемся этой проблемой.

6. Симметрия уравнений Максвелла и тождеств Бианки

Линейный элемент Шварцшильда (1) инвариантен относительно за-
мены переменных

(35)

Геометрически эта замена означает, что вместо конгруэнции изотроп-
ных геодезических и = const, О = const, ф = const мы можем выбрать
в качестве координатных линий другую конгруэнцию изотропных гео-
дезических V = const, О = const, ф = const.

Введем в координатах (35) аналогично реперу (26) локальный ква-
зиортогональный репер (/»*, тУ-, т**), приближенный вид которога
следующий **:

Определим в локальном репере спиноры электромагнитного и
гравитационного полей ФЛ г, Ф, ф), Фа (и, г, --1,в 1, ф) по тем же фор-
мулам (27), (30), по которым мы определяли Фа(«, г, 0, ф) и
Чга(и, г, 0-, ф). Легко убедиться, что для Фа (и) и получаем

*■*> В этом репере не учтен вклад гравитационного излучения. Но для перенесения
формул (34) на случай обратных гравитационных волн второго приближения доста-
точно взять (36) при т= 0. Ниже мы все же учтем в (36) все степени т. Это дает
правильные формулы преобразования в любом приближении для всех Чг л, кроме Ч'о,
При разработке высших приближений приходится тогда уточнять формулы преобра-
зования (39) только для Ф2 - Формулы преобразования для спиноров электромагнит-
ного поля справедливы для любых степеней т.
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[1 и-i 1
Вс+ 2) Д s(s+ i)^T +

, 2 ä„ m (u) [/(/+!) —2 A <

H : " . / =
— -■ ■ . "~ Г \ I 2m-

V{l О - 0 4" 2) У{l I И (7+ i) 2)

v =—и —2г —4тln (г 2т),
г =Г, Õ= 0, ф= ф.

h = (0, 1,0, 0),
Ä“ = ( 1, —о, о), (36)

' 2 г ’

= 0, 0, 1, —ЦЛ •
У2 г ' sin О '



точно такие же уравнения, которые мы получили для и Чг
Следовательно, все формулы предыдущего параграфа справедливы и
для Фа(у), Остается найти еще связь между ФА и Фа, а также
между ЧМ и 4M- Спиноры ФА и ЧМ получаем, если в определениях
(27) и (30) репер (26) заменить на репер (36). Следовательно, для
нахождения искомой связи нужно найти преобразование, которое пере-
водит репер (26) в репер (36). Можно убедиться, что

(37)

Видим, что репер (36) можно получить из репера (26), если № заме-

нить на и № заменить на и осуществить временнподобное

вращение с множителем 1 (о времениподобных вращениях см.

Р. Сакс [ l6 ]). Из соотношений (37), определений (27), (30) и анало-
гичных определений для и ЧМфа) следуют формулы:

Подытожим сказанное выше. Мы проинтегрировали волновое уравне-
ние для *** ф. Пусть во втором приближении ф = F (и) -f- G(v). На ос-

П

*** Связь Ф с мультипольной структурой источников электромагнитного поля най-
дена в работе П. Керес [ l7]. Связь ф с источниками гравитационного поля будем
рассматривать в одной из наших последующих работ.
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!. __г([

тС

®2(Õ=(- )ФOЙ,
Фо(й) =2( 1— —Л ‘ф2 (38)

<Di(v)= —Ф л (и);

ВД= 4 (l-—)'г
ч'.м,

(i-—)'41 ('»),

4r 2 (o)=4r 2 (v), (39)

ВД =-у(|-—) Ф.ю,
= — (i—^-) 2 f.(õ.



новании определений ср = гФ ь (р = r24F2 и формул (38) и (39) можем
взять фл (и) = r- l F{u), Ф1 (v) r~ l G{u) или W2 {u) = r~ 2F{u) y

тр2 (у) —r~2 G{v). Формулы (33) и (34) позволяют теперь выписать вы-
ражения для остальных ФА {и) и IFa(w), Эти же формулы применимы
для записи всех <h A {v) или Фа (и), когда Õi(ü) или Ф2 (а) даны. Затем
с помощью выражений (38) и (39) можем перейти от новых спиноров
Фа, Фа к старым и выписать полное решение уравнений в виде суммы
прямых и обратных волн. Видим, что вся задача интегрирования урав-
нений Максвелла и линеаризованных тождеств Бианки в поле Шварц-
шильда сведена к интегрированию скалярного волнового уравнения.
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V. LJNT, PIRET KERES
« LAIN ESABAD ESI» SCHWARZSCHILDI VÄLJAS

Artiklis uuritakse lainete hajumist aegruumi kõverusel Schwarzschildi väljas, kasu-
tades järkjärgulise lähendamise meetodit. Piirdutakse kolmanda lähendiga. Elektromag-
netilise ja gravitatsioonikiirguse uurimine taandati skalaarse lainevõrrandi uurimisele,

V. UNT. PIRET KERES
“TAILS” OF THE WAVES IN THE SCHWARZSCHILD FIELD

In this paper the waves in the Schwarzschild field are considered. The scattering
of the waves on the curvature of space-time is investigated. Pertubation method is used
and calculations are carried out to the third order. The integration of electromagnetic
and gravitational radiation is reduced to the integration of the scalar wave equation.
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	Рис. 2. Зависимость Т\ ядер 13С от температуры в муравьиной кислоте и пердейтерометилформиате.�一伀倀儀刀匀吀唀嘀圀堀夀娀嬀尀崀帀开怀愀戀挀搀攀昀最栀椀樀欀氀洀渀漀瀀焀爀猀琀甀瘀眀砀礀稀笀簀紀縀缀갠脀ᨠ茀Ḡ☠†℠蠀〠言㤠谀ꠀ윂렀退ᠠᤠᰠᴠ∠ጠᐠ頀∡騀㨠鰀꼀�ꀀﳸꈀꌀꐀﷸꘀ꜀�嘁가관글였뀀넀눀대됀딀똀뜀뤀圁묀밀봀븀Ё⸁�쐀씀᠁ሁఁ준礁ᘁ∁㘁⨁㬁态䌁䔁팀䰁픀혀휀爁䄁威樁�笁紁�ԁ⼁ā܁ᤁጁഁ稁ᜁ⌁㜁⬁㰁愁䐁䘁䴁猁䈁嬁欁ﰀ簁縁� 뀀뀁  瀀瀀ခ    瀀瀀ခ 退退쀀  퀁态怀뀀뀀퀀、退뀀退退          退退、、、 ဂ态态老老态䀁ꀁ老退ခ态 뀁老ꀁ态ꀁ老态䀁老态态态䀁退退退 뀀  ခ  退  瀀瀀ခ瀀뀁    뀀ခ退 ခ老ခခခ뀀退뀀、� �瀀�뀀ဂ  �ဂ�뀀�뀀뀀뀀�瀀瀀뀀뀀쀀 ဂ�ဂ�뀀�뀀뀀�退�   �退 ꀁ老老 、뀀老ဂ䀁、쀀쀀뀀  退䀁쀀뀀 퀁퀁퀁퀁态退态老态态态态老态䀁态ꀁ态退 态老老ꀁꀁꀁꀁ、老 态老老䀁䀁䀁 瀀 ခ    ခ ခ 瀁ခ退瀀ခ      、 瀀ခ  ခခ뀀退�ꀀ退삲茗傻稗µ茗ࢾ稗
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	Рис. 2. Влияние примеси на струйную турбулентность. О— 6 = 32, х0 = 0,3; 0,4; 0,6; остальные обозначения см. на рис. 1.��爀攀尀䌀漀渀昀椀最尀吀䰀唀ⴀ搀漀挀圀漀爀欀猀ⴀ䜀䰀䈀䰀⸀椀渀椀䰀漀挀愀氀倀愀琀栀㨀䌀㨀尀倀爀漀最爀愀洀 䘀椀氀攀猀 ⠀砀㠀㘀⤀尀搀漀挀圀伀刀䬀匀尀戀椀渀尀搀眀匀爀瘀尀䐀圀匀爀瘀㐀⸀攀砀攀刀攀瀀漀爀琀攀搀匀琀愀琀攀㨀匀琀愀琀甀猀㨀倀爀漀挀攀猀猀椀渀最刀甀渀渀椀渀最䄀瀀瀀猀㨀䨀漀戀㨀䔀砀瀀漀爀琀堀䴀䰀䐀漀挀䤀䐀㨀㈀　㤀㔀㌀䘀椀氀琀攀爀㨀䴀漀渀漀最爀愀瀀栀䘀椀氀琀攀爀㈀㨀吀䰀唀ⴀ䴀漀渀漀最爀愀瀀栀ⴀ匀䌀䄀一尀戀㈀㘀㐀㌀　ⴀ㤀㜀㈀ⴀ䘀椀氀琀攀爀㌀㨀吀䰀唀ⴀ䴀漀渀漀最爀愀瀀栀䄀挀琀椀漀渀㨀倀爀漀挀攀猀猀椀渀最䄀挀琀椀漀渀㈀㨀䌀爀攀愀琀椀渀最 倀䐀䘀 戀漀漀欀洀愀爀欀猀䌀爀琀倀爀漀最爀攀猀猀㨀　䴀愀砀倀爀漀最爀攀猀猀㨀䰀愀猀琀匀琀愀琀甀猀䴀漀搀椀昀椀挀愀琀椀漀渀吀椀洀攀唀吀䌀㨀㐀㔀㔀㘀㐀㔀　㔀㈀刀攀瀀漀爀琀攀搀吀椀洀攀㨀㐀㔀㔀㘀㐀㔀㔀㠀　伀䌀刀䔀渀最椀渀攀匀琀愀琀甀猀㨀䘀椀渀攀刀攀愀搀攀爀 ⸀　簀 刀甀渀渀椀渀最 漀渀 氀漀挀愀氀 洀愀挀栀椀渀攀 簀 甀渀氀椀洀椀琀攀搀 挀栀愀爀愀挀琀攀爀猀 氀攀昀琀⸀簀 伀䌀刀 戀椀渀愀爀椀攀猀 瘀攀爀猀椀漀渀㨀 㘀⸀㤀⸀⸀㌀匀琀愀爀琀吀椀洀攀㨀㐀㔀㔀㘀㐀㔀　㔀㈀✀ 圀䠀䔀刀䔀 匀攀爀瘀椀挀攀一愀洀攀 㴀 ✀开倀刀伀䐀㈀开䐀圀匀爀瘀㐀开匀爀瘀开倀刀伀䐀㈀⸀琀砀琀✀�刀伀䐀㈀⸀琀砀
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