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Г. КАНГРО

ОБ ОСЛАБЛЕНИИ ТАУБЕРОВЫХ УСЛОВИЙ

Недавно Квий f l ], а также Мейер-Кёниг и Тийц [ 2 ] показали, что если условие
пи п = о(1) является тауберовым для аддитивного регулярного метода А (в смысле
сходимости), то условие Кронекера

также тауберово для А (в смысле сходимости). Впоследствии Мейер-Кёниг и Тийц [ 3 ]

рассматривали более общий случай, когда коэффициенты k в условии Кронекера заме-
нены любыми числами Kk f °°- Возникают следующие вопросы: справедливы ли
результаты Квий, Мейера-Кёнига и Тийца, если

1) обыкновенной суммируемости рассматривать другие виды суммируемо-
сти (абсолютная суммируемость, суммируемость с заданной скоростью, сильная сум-
мируемость и т. д.);

2) тауберовы условия nu„ =o(l) соотв. К п и п =о{ 1) заменить более общими
условиями (например, условиями пи,0(1) соотв. Япи п = 0(1));

3) рассматривать более общие тауберовы теоремы, при которых из тауберова
условия и суммируемости методом А делается заключение о суммируемости методом В,
более слабым, чем А.

Ниже на основании общих понятий метода суммирования и тауберова условия
излагается общий подход к решению поставленных вопросов. С этой целью доказы-
вается основная лемма, которая затем применяется к исследованию тауберовых усло-
вий для методов суммирования рядов, последовательностей и функций. Полученные
три теоремы, условия которых формулируются в терминах множителей суммируемо-
сти, содержат как частные случаи результаты Мейера-Кёнига и Тийца.

1. Основная лемма

Уточним используемые в дальнейшем понятия метода суммирования
и тауберова условия для него.

Пусть X аддитивная группа и У произвольное множество.
Каждый оператор

определенный на подмножестве А*аХ, будем называть методом
суммирования, а область определения оператора А, т. е. Л*,
полем суммируемости метода А. При этом элемент хеУ на-
зываем Л-суммируемым к Ах. Метод А считаем аддитивным 1

,

если поле суммируемости А* является подгруппой в X.

1 Метод А аддитивный, если .4* определяется с помощью аддитивного преобра-
зования.

n
kuh = o{n + 1)

fe=o

А :
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Пусть на некоторой подгруппе L с= X задан оператор

Метод Л называем L- регулярным (относительно 5), если 2

В частности, если L— B * иS— B, где В некоторый метод суммиро-
вания, то А является L-регулярным тогда и только тогда, когда A* id В*,
А \ В* В, т. е. когда А включает В и совместен с В.

Пусть T o cz X некоторое подмножество группы X. Условие хе То
будем называть L-тауберовым для метода А, если

Отметим, что условие A\TO ~S\TO вытекает из условия A*f]To ciL,
если Л является L-регулярным. В частности, если L-—B* и S —B, а Л
включает В и совместен с В , то условие хge Т0 оказывается L-тауберо-
вым тогда и только тогда, когда

Основной в дальнейшем является следующая лемма, дающая доста-
точное условие для того, чтобы условие х е Т, где Т а X, было L-таубе-
ровым для метода Л, если условие хе Г0 является L-тауберовым для А.

Лемма. Пусть А аддитивный L-регулярный метод суммирова-
ния. Если условие хе Т0 является L-тауберовым для А, то условие
хеГ также L-тауберово для А, если каждый элемент хеГ предста-
вим в виде

Доказательство. Пусть хеЛД Г. Тогда по предположению
справедливо разложение (1). В силу L-регулярности метода А имеем
La А* и, следовательно, z еЕ Л*. Поскольку хеЛ*, то из (1) вытекает
г/еЛ* (так как Л* подгруппа). Тем самым и, поскольку
условие г/еГO является L-тауберовым для Л, то у<= L. Вследствие этого
из (i) следует xgL и, следовательно, Л* П7 с= L. Ввиду L-регулярно-
сти метода Л лемма доказана.

Будем применять леммы к методам суммирования рядов, последова-
тельностей и функций.

2. Тауберовы условия для методов суммирования рядов

Пусть X аддитивная группа всех рядов (с вещественными или
комплексными членами); ЕаХ ее подгруппа; q cz X произвольное
подмножество, аг— множество последовательностей, соответствующее
множеству Q, т. е.

где 3 Axn =Xn xn-i (x_i = 0). Числовая последовательность (е п) назы-
вается множителем суммируемости (для ряда) класса (q, L), коротко
Gn (q,L), если из вытекает 2 епип еL. Пусть, далее, р п

отличные от нуля числа такие, что Ap n фO, а Хп числа, отличные от
2 Символ A I L означает сужение оператора А на L.
3 Свободный индекс п везде принимает значения 0,1, 2,

S

A*zdL, A\L =S.

A*f\T o czL, /4|ГO = 5|ГO.

A*(]TqCZ В*.

x у -\-z, у<=Тo,

Г = {(*„): ŽJAXn ge q},
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нуля при 0. Соответственно каждому ряду 2un образуем последо-
вательность (ап ) с

Теорема 1. Если А аддитивный L-регулярный метод суммиро-
вания рядов и 4

с / Яп \2 условие Iз— ип I г является L-тауберовым для А, то условие
' Дц„ '

также L-тауберово для А.
Доказательство. Из соотношения (2) при л0 Ф 0 находим

или

В случае Х0 0 из (2) следует ао 0 и, тем самым, Аа0 =ао= 0. По-
этому в случае h= 0 равенство (4) справедливо и при п— 0, если по-

Д(Л,O (А-1дожить —-—аo = wO , а значение частного выбрать произвольно.
Ад До

С помощью формальных рядов

можем переписать соотношение (4) в виде

Если условие (3) выполнено, то и, с одной стороны, из I е

вытекает 2gl. С другой стороны, обозначив

из определения ряда у заключаем, что у^То. Согласно 2°, условие
является L-тауберовым для А. Утверждение теоремы 1 теперь

следует из леммы, если положить

1-I—l
При Хп —п,Рп— п— 1 из теоремы 1 (если положить —= 1)

вытекает

а-i4 При L) =0 частное —;
— можно выбрать произвольно.

До

1 п
On = “kkUh.

ИгЧ=o

Mer

А(|ТпОГп)
U,г = 7 ’

/V п

A tUn jJ-n-I
Un == ~Г (Уп T \ Acrn .

A n An

All Tl j-lri 1
X Uni У ~Z On, 2 ~~1 AOnA A n

x = у 4- z.

To={sun-.( Un )ge r I1 X A(Xn 7 7

т = {]£ип ;(о я)е г}.
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Следствие 1. Пусть А аддитивный L-регулярный метод сум-
мирования рядов. Если Qcz L и условие ( пип ) er является L-тауберо-

П

бым для А, то условие (3) с оп =(« + I)“ 1 kuk также L-тауберово
h= О

для А.
В частном случае, когда L— у (множество сходящихся рядов),

г=с0 (множество последовательностей, сходящихся к нулю) последо-
вательно, Q =yo (множество рядов, сходящихся к нулю), из следствия 1
получается основная теорема статьи [2 ] (теорема 1.1 статьи [3 ]).

Конкретизируя множества L и г, из теоремы 1 можем вывести раз-
ные следствия. Приводим два примера.

1) Согласно известной теореме Дедекинда—Адамара (см., напр., [ 4 ],

с. 146) тогда и только тогда (еп ) е (у,у) и, тем самым, (еп ) е (уо,у),
когда 2|АB п|<оо, где Ае п =еп еп+ь а (en ) е (р,у) (р множество
рядов с ограниченными частными суммами), когда, сверх того, еп = о(1).
Поэтому из теоремы 1 при L= у, г= с0 (соств. 5 г— т) получается

Следствие 2. Пусть А аддитивный у-регулярный метод сум-
мирования рядов. Если

2° условие Lniin о(Арг.) (соотв. Ln wn = 0(Ар п)) является у-таубе-
ровым для .4,
то условие а п = о(1) (соотв. оп = 0(1)) также у-тауберово для А.

Например, известно [3 - s ], что условие

у-тауберово для логарифмического метода (L). Поскольку условие
(п -}- 1)1п(м +1)• ип —■ 0(1) оказывается у-тауберовым для (L) (см.
[6 ], с. 523), то из следствия 2 при lkn= {п +1) In (/г -f- 1), р п = п-\- \

вытекает, что в условии (6) можно о заменить на О. Отметим, что в
условии Кронекера нельзя заменить о на О даже для метода средних
арифметических.

При Хп —п, м-n п-\-\ -из следствия 2 вытекает теорема 2.1
статьи [3 ]. Пусть р п отличные от нуля 6 числа такие, что Р п

ро -|- р х -(- ... -\~ р п фO. Если в следствии 2 заменить к п на ХпРп, то
при \in~Pn получается первая часть теоремы 3.3 статьи [3 ].

2) Пусть I множество всех абсолютно сходящихся рядов и /0
множество рядов, абсолютно сходящихся к нулю. Нетрудно проверить,
что (е п) е (/, /) и, тем самым, (en ) (/ 0 , I) тогда и только тогда,
когда Еп == 0(1). Поэтому из теоремы 1 при 7 L— 1, г— а0 (множество
последовательностей, абсолютно сходящихся к нулю) вытекает

Следствие 3. Пусть А аддитивный /-регулярный метод сумми-
рования рядов. Если

5 m множество всех ограниченных последовательностей.
6 Достаточно требовать выполнения условия 0 с некоторого значения п0

Яндекса п.
7 Разумеется g = / 0 .

l-ln—l / [Ям —1 \

1° А—7 ■ <oo I COOTB. А— c 00, Un-1 = о(An) I ,
A n \ An /

,S(ft+l)ln(* + l).«k = o(n-|-l)
k—o

1° .Lln-l = 0(a„),
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2° условие 8 k nun ~ a(Ajxn ) является /-тауберовым для А,
то условие Gn ß(l) также /-тауберово для А.

Например, известно [7 ], что условие пип ~а{ 1) является /-тауберо-
вым для абсолютной суммируемости по Абелю. При k n ~n, pn =п + 1
из следствия 3 получается, что /-тауберовым для абсолютной суммируе-
мости по Абелю также будет условие

3. Тауберовы условия для методов суммирования последовательностей

Пусть X аддитивная группа всех последовательностей (с веще-
ственными или комплексными элементами); Lс= X ее подгруппа и
гcz X произвольное подмножество. Числовая последовательность
(в г< ) называется множителем суммируемости (для последовательности)
класса [г, L], коротко (e n ) е [г, L], если из вытекает

L.
Теорема 2. Если А аддитивный L-регулярный метод суммиро-

вания последовательностей и

3° условие {Xntin) является L-тауберовым для A,
то условие (3) также L-тауберово для A.

Доказательство. С помощью преобразования Абеля из (4) в
случае 7о Ф 0 получаем 9

откуда

Нетрудно проверить, что (7) справедливо и при О, если положить
i

рO А —•ао = «о- С помощью последовательностей
Aq

Xn
8 Запись Xn = a{y n ) означает, что х п = о{у п ) и У] А— < оо.

Уп
® АХп== Хп Хп +\-

n

kuu = a{n -f- 1).
h=o

1 & W,L],
\ Ап+1 /

/ jinAA-n+ i \

2

П п п рь_, р я
Uh = JŽj Ok “Ь a I 'Oh + On -

Ah Ah A 71+1k— o /i=o Ä=o

JL Apfc JL / Aph-1 1 \ p n
= 1 Oh ~T I * PfeA 7 IOh“b *7 On ,

Ah \ A h A h J An +1
k= o fe=o

nn 1 Цп'S Ч-k == S Life А"7 •Oh Г CT n-A h A n -flk=o k=o

* = (!:«*), z=[-~an )
'

h=o
'

ft=o k
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можем переписать соотношение (7) в виде

Если условие (3) выполнено, то, с одной стороны, из 1° вытекает
С другой стороны, в силу 2°, можем написать

Следовательно, обозначив

имеем у е ГO , причем, согласно 3°, условие хеГ O является L-тауберо-
бым для Л. Утверждение теоремы 2 теперь следует из леммы, если
положить

При hn-n, = Iиз теоремы 2 получается аналог следствия 1
для метода суммирования последовательностей.

Пусть (ф п ) некоторая последовательность положительных чисел и

При фп= 1 имеем ф= с (множество сходящихся последовательностей),
Фо = с O , ф о —гп. Нетрудно проверить, что тогда и только тогда (еп ) е

[фо, Фо], (еп ) е [фо, ф] или (еп) е [фo , Фо], когда е п — 0(1), а
(е п) е [ф o , ф], когда еп = о(1). Поэтому из теоремы 2 при L= ф,
/*б=ф o (соотв. г = ф 0 ) получается

Следствие 4. Пусть А аддитивный ф-регулярный метод сум-
мирования последовательностей. Если

3° условие фпА,пМ п |=о(1) (соотв. ф п = 0(1)) является ф-таубе-
ровым для А,
то условие фгДУп —о(1) (соотв. ф псгп = 0(1)) также ф-тауберово для А.

В случае ф п = 1 следствие 4 дает при \х п '—п-\~ 1 теорему 2.3, а при
Мп теорему 3.2 статьи [3 ].

Если в теореме 2 положить L— с, г— ф0 с ф ге =n+ 1, р п = Я,те и Ä,H
заменить на W(rc-f-l), то получается теорема 3.1, а если положить
L=c, Г= ф 0 С фгг = 1/ргг, (Ll n = Рп/рп И ЗИМбНИТЬ На ‘кп.Рп, ТО
вторая часть теоремы 3.3 статьи [3 ].

Мейер-Кёниг и Тийц [3 ] доказали теорему 3.1, с тем, чтобы пока-
зать, что для логарифмического метода суммирования (L) условие
Кауфмана [s ]

является с-тауберовым, если условие Ишигуро [B ]

х= у + z.

/ 1 \ / (inA?-n+l \

у T-’О n j == "~T CJn у€=

Г 0 = ui) : {Кип) e r}
k=o

T = {(^>fe):((Jn)er}.
k=o

Ф { • 3 Иш фп^п} )
n

фо { )• ф —О(1) },

фО { {%п} ■ — 0(1)}.

Г IXn o{hn+i) (соотв. [in = о(a„+i) )
,

2 == О (Яп+l) ,

ln (6 -f 1 )‘Uh — o[lп(м + 1) ]
k=o
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считать с-тауберовым. Отметим, что последний факт непосредственно'
следует из теоремы 2 при L— c, г— ф 0 с ф п = п-{-1, Хп = \п{п •-[- 1) и
Mn = {ft 2) In {п -f- 2).

Пусть а множество всех абсолютно сходящихся последователь-
ностей. Нетрудно проверить (см., напр., [ 9 j, с. 257), что (е п ) е [а, я]
и, тем самым, (еп ) е [а o, а] тогда и только тогда, когда 2|Аеп
Поэтому из теоремы 2 при L= a, г= а0 вытекает

Следствие 5. Пусть А аддитивный a-регулярный метод сум-
мирования последовательностей. Если

3° условие Xn Mn = ö(l) является n-тауберовым для Л,
то условие Оп 0-{\) также а-тауберово для А.

4. Тауберовы условия для методов суммирования функций

Пусть X аддитивная группа функций (с вещественными или ком-
плексными значениями), определенных на промежутке [O, оо) и имею-
щих ограниченное изменение на каждом сегменте [O, b] с bф> 0;
LdX подгруппа группы X и г cz X произвольное подмножество.
К группе X принадлежит, например, каждая функция вида

где функция и интегрируема по Лебегу на каждом сегменте [O, 6] с
Ъ> б. Функцию е X будем называть множителем суммируемости (для
функции) класса [г, L], коротко есе [г, L], если из ier вытекает
гх L.

Пусть, далее, JigX функция, непрерывно дифференцируемая на
промежутке [O, оо) и отличная от нуля при O, а ц произвольная
функция, определенная на промежутке [O, оо) и вместе с К равная нулю.
Образуем функцию

t

где интеграл берется в смысле Римана —Стильтьеса.

Теорема 3. Пусть А аддитивный L-регулярный метод сумми-
рования функций. Если L содержит все константы и 10

10 В случае Я(0)=0 частному |х(0)/Я(0) можно придать любое значение, отлич-
ное от нуля, а частному ц(0)Я'(0)7Я(0) значение 0.

{n -f l)ln(n. + !)• un = 0(1)

i° j; л- < cx.,
An +1

ix 7i AAn +l2° JJ A— <oo
An + i

t
x{t) = f и{х)йт,

0

а^) = ТЙ77 / H*)dx{x),
' л о

Ц1° xe[r,L] f
LI А/

2° —6= [г, г],
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3° условие 11 Jitter является L-тауберовым для А,
то условие оег также L-тауоерово для А.

Доказательство. Для произвольных хеХ и а 0 вычислим
интеграл

Из (9) путем интегрирования по частям находим (см., напр., [ lo ], с. 35)

откуда явствует, что pa е X и, следовательно, ро интегрируема на каж-
дом сегменте [O, b ] сbД> 0. Вследствие этого интеграл (10) существует
при любых хеХ и аД>O, причем

Изменяя в повторном интеграле порядок интегрирования, получаем

где

В силу (11) имеем

и, стало быть,

Нетрудно установить существование конечного предела

Действительно, если Л, (0) Ф 0, то

Если же л(0) =O, то, обозначив положительную и отрицательную части
функции х соответственно через х+ и х~, с помощью теоремы о среднем
значении находим

11 Если х выражается формулой (8).

t
Г |x (т) А/ (т)

Xa(t)= J— a(T)rfx (/>0).
а

t

= X (°) X (°)“i A'(x)>/(x)dx],

с t

С Я/(т) Г А/(т)
МО)АГ(О) j

a a

t x
/’ л'(т) ГJ Uür dx J xia)(a)da-

a K 0

t

*a(o =[C(fl)-f MO)x(O)] [щ~~ +l7Õ” /
а

C(a) = J х(т)л/

о

= л(^{О-М0)Д0)-[|(/)(1(/)-С(а)
a

/.ч .U W С(а)+Я(0)х(0)
Xa{t)=X{t)- c{t)- (<>o).

С(а)+М0)*(0)
С = hm

а->-0+ к [cl)

C = x( 0).
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где

Не изменяя значение интеграла С (а), можем положить х(0) = х(0 -{-).

Тогда lim pi = *+(o+), Em рг = лг(o-)-) и, следовательно, при Я(0) =

а->o+ а->o+
=0 имеем

причем интеграл существует в смысле Лебега. 12 Поэтому для любой
хе! имеем

где

причем у (= X, z<=X.
Теперь нетрудно свести доказательство теоремы 3 к лемме (анало-

гично доказательству теоремы 2), если положить 13

При А(/)‘—из теоремы 3 вытекает (если выбрать
Р (0)/А(0) —1)

Следствие Пусть А аддитивный L-регулярный метод сум-мирования функций, причем L содержит все константы. Если г cz L иусловие tu(t) ее г является L-тауоеровым для А , то условие о6Е г, где

12 Поскольку Äel и ро еX, то в достаточно малом промежутке (0 t) подын-тегральная функция сохраняет знак.
13 При А(0) == 0 значение о(0) определяется соответственно выбору ц (°) так,

р(0) я (°)

чтобы имело место равенство + С = *(0).

С (а) = /х+(т) А! (т) dx —/ х~(т) А/ (т) dx= (pi рг) А (а ),
о о

inf х+(тК sup лгЬ(т),
те[o, а] те[o, а]

inf *-(т) £s: Р2 sup *“(т).
те[o, а] те[o, а]

С (а)с = Ит = х(0+) -
а->-0+

Тем самым из (12), в силу (10), вытекает
t

... Г h(t)ä/(t) |i(o ... ,
_x (t)= J ' -o{T)d{x) + a{t)+C (/>0),

х= у + z,

y(t)= J ■ — o{T)dx,

г(0 =~-а(O+С (f > 0), z(0) = Jt.(o),

Гo = {x<=X\x{t) = Jм(т)с(т, ker},
о

т = (а:е!:х(/) =J и(х) dx, о г}.
о
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также L-тауберово для А.
Если

то из следствия 6 получается теорема 4.1 статьи [ 3 ].
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ü. KANGRO
TAUBERI TINGIMUSTE NÕRGENDAMISEST

Kwee [l], eriti aga Meyer-König ja Tietz [2,3] 0n näidanud, et igale ridade
.2 u n regulaarsele aditiivsele summeerimismenetlusele A osutub tingimus
(n -f l)~i^ku h = o(l) Tauberi tingimuseks koonduvuse suhtes, kui aga n«n = o(l) on

A jaoks Tauberi tingimus koonduvuse suhtes.
Antakse üldine meetod mingist Tauberi tingimusest uute (eriti nõrgemate) Tauberitingimuste saamiseks. See meetod lubab käsitleda: 1) peale hariliku summeeruvuse kaabsoluutset summeeruvust, tugevat summeeruvust jne.; 2) peale o-tingimuste ka O-tingi-musi jt., 3) peale Tauberi tingimuste koonduvuse suhtes ka Tauberi tingimusi mingimenetlusest A nõrgema menetluse suhtes.
Rakendusena vaadeldakse mõningaid Tauberi tingimusi ridade, jadade ja funktsioo-nide summeerimismenetluste kohta.

G. KANGRO
ÜBER DIE SCHWÄCHUNG DER TAUBER-BEDINGUNGEN

Kwee j l ], insbesondere aber Meyer-König und Tietz [2.3] haben gezeigt, daß jedesreguläre aditive Verfahren A zur Summierung von Reihen 2un eine Tauber-Bedingung
(n + l)-!^^ufe = 0 (1) bezüglich der Konvergenz besitzt, falls nur nu n = о { 1) eine
Tauber-Bedingung für A bezüglich der Konvergenz ist. Es wird eine allgemeine Methodezum Ableiten neuer (insbesondere schwächerer) Tauber-Bedingungen aus einer gege-benen Tauber-Bedingung vorgeschlagen. Diese Methode ermöglicht: 1) außer der gewöhn-lichen Sumnuerbarkeit auch die absolute Summierbarkeit, starke Summierbarkeit usw.-r-!,na

«

Bei
K

den auch die O-Bedingungen u. a.; 3) außer den Tauber-Bedin-gungen bezüglich der Konvergenz auch Tauber-Bedingungen bezüglich eines schwächerenbummierungsverfahrens zu behandeln. Als Anwendungen werden einige Tauber-Bedingun-gen lur Reihen, Folgen und Funktionen untersucht.

3 ENSV TA Toimetised F*M-1 1970

t

<7(O = 7/ xdx№’
0

L= {x (= X:3 Hm *(/)}, r={x(= X ; lim*(/)= o},
t-+oo t-*-oo
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