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Ф. ВИХМАНН

О СУММИРУЕМОСТИ БЕСКОНЕЧНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ

§ 1

Пусть задано бесконечное произведение *

Бесконечное произведение называется сходящимся, если при п—> оо последователь-
п

ность iJ (1 + Uк) имеет конечный предел, отличный от нуля. Если I+Uh — 0 для ко-

печного числа значений к, мы будем говорить, что произведение (1) сходится и расхо-
дится, смотря по тому, сходится оно или нет при зачеркивании этих нулевых сомножи-
телей. Если же 1 + L/ft — 0 для бесконечного числа значений к, то произведение счи-
тается расходящимся.

К. Слепенчук [ l-4 ] рассматривал проблему: каким условиям должны удовлетворять
числа Eh, чтобы произведение

сходилось при всех {Ub}£c,m,l или соответственно сходящихся или абсолютно сходя-
щихся рядах U h .

Пусть А = (a n h) бесконечная матрица. С помощью этой матрицы можно обра-
зовать последовательность.

при условии сходимости' произведения (3) для всех п— 0,1,. .. Будем говорить, что
произведение (1) суммируемо методом А, если соответствующая ему последователь-
ность (3) сходится к конечному, отличному от нуля пределу. В противном случае будем
говорить о расходящемся произведении. Суммируемость произведения изучали Дж. Ро-
бисон [ s ], М. Калашников [ 6 ], К. Слепенчук [ l_4’ 7 ]. Ими получек ряд теорем относитель-
но суммируемости разных подклассов бесконечных произведений.

В настоящей статье рассматривается одно возможное обобщение результатов
К. Слепенчука. От последовательности {Uh} требуется соответственно суммируемость
или абсолютная суммируемость методом взвешенных средних Рисса Р.

* Если пределы изменения индексов у JSP или JJ ие обозначены, то они пробегают
все значения от нуля до бесконечности.

JT (i + uh ) .

Л(1 Eh Uh)

Qn JJ (I + o-nk Uh)
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Метод взвешенных средних Рисса Р определяется в виде преобразо-
вания последовательности в последовательность

П

где SPk —' Р п, Рп фO. При pk 0 метод Р нормален. В дальнейшем
Ä =0

будут использованы следующие леммы.

Лемма 1. Метод Р регулярен тогда и только тогда, когда

Лемма 2. Метод Р сохраняет абсолютную сходимость тогда и
оо

только тогда, когда | Pk-\ \ IрРпь -1 0(1).

Лемма 3 (см., например, [B], стр. 115). Если { Uk } суммируема ме-
тодом Р, то

Теорема 1. В случае регулярного нормального Р бесконечное про-
изведение (2) сходится при всех P-суммируемых последовательностях
\Uk } тогда и только тогда, когда

Доказательство. Необходимость. Пусть условие 1° не
выполнено. Тогда расходится хотя бы один из рядов -| и

Pžk

j Р2k+\ Для конкретности пусть первый из них расходится (вто-
P2k + l

рой случай рассматривается аналогично). Тогда расходится хотя бы один
82 hi

е 2k; e 2ft/ e
2Ät - + l

из рядов £ 1р2kt А—lи JT I P2k . А , где соответственно - > О
i 1 P2hi ;

] P-2kj P2ktP 2Ä,-+1
£2ä • £2ä ■ -j- 1или —’—Ll <0 {i, j —.Д, 1, ...). Пусть расходится первый из них. Беа
P'2kjP2kj+ l

П А
г<lк° Лограничения оощности можно предположить, что P2kQ А O.

Построим Л-суммируемую последовательность {ОД и покажем, что
для нее соответствующее произведение (2) расходится. Выберем

и'п = л fUb
k=o п

1° lim Pn —oо
,

2° 2Ы = о(/>„).
* =0

f/„=limt/„ + + o(l).

1° Л Р*&% <оо,
rk

I Р2Ä,-I е2kj
—— se nА —— если « 2ki,

°2ki Piki Piki
Uk = [ \P 2k .\ 82ä .

i— sffn А—- , если k = 2kt +l,i= 0, 1. ... ,
°2ki Plki+ l

° Piki
, 0, в остальных случаях,
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где

Очевидно,

Теперь

Поскольку щ > 0, то произведение (2) и ряд одновременно или схо-
дятся, или расходятся. Но по теореме Дини (см., например, [ 9]) ряд

расходится. Полученное противоречие доказывает сходимость ряда

JS I Р 2fe; А Если допустить расходимость ряда \P2kik —~l, то до-
I p2h{ j ' P2hj

казательство аналогично, только вместо последовательности { Uk } надо
выбрать последовательность { —Uk }.

Пусть не выполнено условие 2°. Можно предположить, что во O.
Возьмем последовательность {Uk }, в которой

Последовательность {Uk } P-суммируема к нулю, поскольку

Из равенства

следует сходимость ряда JžJskUk- Действительно, условие 1° необходимо
и Pk Ek = О (p k ) . Последнее условие следует по [ lo] (следствие 1) из схо-
димости к нулю последовательности {&kUk } при всех Р-суммируемых
последовательностях {Uk }. Но теперь из соотношения

(4)

i &2k
°щ I p2—| •

s=o P2ks

P{Uk} =O.

/ 1 P2ki P<2k i
е2k t E 2fy 4-1 \

Я(1 + BkUk ) =П 1 L
- / )=Я(

1
'

° 2kt °2ki P2hi P2ki+ \

D A E2kiP 2k i A

*
a2ft '

p2 i
= , fe = 2i,

p2i V Ü2i

n
fc = 2t+l,

Р2г + \ V Ü2i

fe=o ' Pk '

—l 'v 2s+t-, если /г =2m+ 1,
,

P 2m + 1 Va2si/« =

1 Г П
'у l Ek±L _j—? 2m -1 t если n = 2m.

. P lm L s= 0 &2s V<7im

Š B* u* =s[Pkд-)£/* + (л. )у;
/г=o /г=o ' Ph 1 \ Рп I

In (1 +a) a I , г, 4lim = К (ek Vk —a)a 4 0 — a z
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следует, что соответствующее бесконечное произведение расходится, что
и доказывает необходимость условия 2°.

Достаточность. По [ п ] (теорема 9) условия 1° и Pk ek o{pk )
достаточны для сходимости ряда гк Uk при всех Р-суммируемых {Uk}.
Ввиду регулярности \Pk \> М \pk \- С учетом леммы 3 получим, что схо-
дится и ряд j£{ekUk ) 2 . Но сходимость этих двух рядов достаточна для
сходимости произведения (2).

Теорема полностью доказана.
Если pk =l, то метод Р превратится в метод Чезаро С l

, и из тео-
ремы 1 получится соответствующее следствие.

Поскольку множители сходимости относительно Р иР0 при регуляр-
ном Р совпадают ([ п ], теорема 14, следствие), то нетрудно убедиться
в справедливости следующего предложения.

Теорема 2. В случае регулярного нормального Р бесконечное про-изведение (2) сходится при всех Р-ограниченных последовательностях
{Uk } тогда и только тогда, когда выполнены условия теоремы 1.

§2

В этом параграфе доказывается теорема, которая является обобще-
нием теоремы 2 из [ 2].

Теорема 3. При регулярном нормальном Р бесконечное произве-
дение (1) суммируемо методом А для всех P-суммируемых к нулю после-
довательностей {Uk) тогда и только тогда, когда*

При выполнении условий теоремы справедливо равенство

tl

Доказательство. Необходимость. Условие 1° следует из
регулярности метода Р, если взять Uk~bki- По теореме 1 ряды
У) jPk^ I и (Pfe— ) сходятся для всех п=o, 1, ...

. Покажем,
k Рь k \ Ph I

что члены этих рядов равномерно ограничены. Для этого достаточно
доказать равномерную ограниченность \Рк Тогда, ввиду

[2 ], отсюда следует ограниченность P k А. Пусть Рк~~ не

ограничено равномерно. Поскольку lim Pk = 0, то можно выбрать две
к P h

возрастающие последовательности натуральных чисел (rs}“ и {/гs }о »

такие, что

* При наличии двух индексов разность берется по второму индексу.

1° lim onk = ak ,

П

2° IPk А— 1 < М,
k р^

3” z[pXj^<m.
lim JJ(1 + ank Uk ) —JJ (1 +a k Uk ) ■

Pr IxlUj I > 23s+1 as,
s= 0, 1,2,...; cro 2

Prs '



Возьмем последовательность {Uk }, в которой

Она, очевидно, P-суммируема к нулю. Но

Полученное противоречие доказывает равномерную ограниченность
р @nh

k Pk
Докажем необходимость условия 2°. Если условие 2° не выполнено,

то не ограничена хотя бы одна из последовательностей 2 £>2iA^ и
I \ Р2l \

2\Pii+\ A -~-’ 2 '+l I . Пусть, для конкретности, не ограничена первая из
I 1 P2l+[ I

них. Тогда ее можно представить в виде суммы двух слагаемых:

где

Хотя бы одна из последовательностей, стоящих справа, должна быть не-
ограничена. Пусть это будет первая из них. Тогда найдутся две воз-
растающие последовательности натуральных чисел {qs )o и (рЛГ> такие,
ЧТО

S /-I|. an, r. I 1 ö„ IгKi-P +
.

s =^ 2
---

/= 1 i= 0 Vrt
11

*q

00 / й/г с 1 1 \ 1 I а п iи i— л— w)>L I Pi~±- <2rs+i .iJrf+{
\ Pi 2 ‘ I 2 1 pi

— ()5
Sgn [Pr —,

если k= г„
ик =\ ° sPrs ' 5 Рг я Г

О, в остальных случаях.

I Qn t \—IU ( 1 + Cln г Urs ) I—IU( 1 + ап г U's) X1 s= 0 t s s=o t s

X(l+ an r rt) II iIX a n r r) I X, 2/
•

v t 1 s=m t s s

Д />2i д —I = д Iл„ ; [=■ д | в„,'l+д | с„,'|,
/ p2i I / г /

{л an,2i an,21-\-\ „если r n i = <U,
№ P2i + 1

0, если г п г >O,

A n i, если r ni >O,

.

0, если 0.

2 Iв п 1 1 > 2 2(q *-'~qo)+3+s M(s + i),
l=q,-i+ l f

v pa 1 p a'v 2(vM> ; 1m-žf.+ l) '6’ 2«-+1 PJto.+D^Š’
I an ,m \2

JS \Pm -§~] <h S = 1,2
m= 2 (</,+ !)

' Р/и
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Построим теперь Я-суммируемую к нулю последовательность {Uk },
•соответствующее которой бесконечное произведение расходится. Выбе-
рем

егде М> 1 верхняя граница Pk
— и Рд-Д—5

.

Pk Pk

Покажем, что для этой {Uk } последовательность Q ns расходится
.Представим

и оценим в отдельности каждый сомножитель справа:

Ввиду (4), (7) и леммы 3, получим

«ели только qs достаточно велико. Но тогда С Теперь из (9) сле-
дует, что | Q ns ] X 2s , и произведение (1) не суммируемо методом Л.
Полученное противоречие доказывает ограниченность первой последова-
тельности (6). Если же не ограничена вторая последовательность (6), то
найдутся последовательности натуральных чисел {gs )o и [ns}\ , для ко-
торых выполнены условия (7). За последовательность {£/*.} выберем по-
следовательность {— Uk ] из (8). Покажем, что соответствующее беско-

Ip I 2/
—

— sen A ——— если k 21,
4Af(s+l)p2i ё Р2г ’

Uk ' Д
”s .'

2i если k—2l + 1
4M(s+l)p 2i+ i

g
Р2/.

’

при B v,s,i ФO, <7s _i </< Ps, S = 1,2,
О, в остальных случаях,

|Q|=■|Л (1 + а „ Uk ) I=' 1 '"‘il' (1 + t Ut) \ Xs к fe=o

Xi
2д
П (1 •+ an k Uk) | 1 U (\+a k Uk )\=ABC

ft =2(<7s-i+ l) k=2(qs+\)

Я V I,p na
*s.ii\\l, U

Л (_l+Д ' 4ЛI/К: |Д 4Мр2l+, \2/

в П It -II 'I 1-> 1 у1 Ifi ,I > 22 1«—-»"> +>+*.B>
, =g

u
+l V+ iM(s+t)j> iM(s+t) + l

4-1 5-1

2 ц2
Iln C|< j JŽJ O-n , tr. Um 1 2 / 1 I a OJJTÕ X

m=2(qs+\) Z т=2(<7*+lЫ‘ r a n s ,mVmU m )

n A
anS’ m I TT' I I n s. 2{<?

9
+l) . > .

X JS Pm A—— \U m\-\- P 2(7+l' | Ulq+ 1 1 +
m=2(tf.+ l) p *

+ 1 2 (I+ )2 <^°<^< rbZ m=2{(7s+l) i ■m Um Unl) 2
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нечное произведение (1) не суммируемо. Для этого представим Qns в
виде (9) и оценим в отдельности каждый сомножитель. Получим:

если только qs достаточно велико. В итоге имеем, что

и соответствующее бесконечное произведение не суммируемо. Тем самым
необходимость условия 2° доказана.

Перейдем к доказательству необходимости условия 3°. Допустим, что
оно не выполнено. Поскольку Pk ипо р] \ank \ <Д М, то из

Pk и
равенства

следует

Тогда должна быть не ограничена хотя бы одна из последовательностей

Пусть не ограничена первая из них (второй случай рассматривается ана-
логично). Тогда должна быть не ограничена хотя бы одна из последо-
вательностей

где

Пусть, для конкретности, не ограничена первая из этих последователь-
ностей. Тогда найдутся возрастающие последовательности натуральных
чисел {ks} и {ns}, такие, что

3 ENSV TA Toimetised F*M-1 69

А <Д 2 2^s_l “^ :

В< Я ('1- ) <[l+ Ш,\и -£IС../||<
\‘ 4MIS+I)/ Ш(з+\) i=gs

~

+x' 'J

<
. 2 -2{q s - l -q0)-\-s ; С <2,

0«.1<2-

( р
* (р‘ Л тг) + р

- —
р

* Ч а»--

supi Pk^fPk„

a
=OO.

k Pk pk+ 1

P2l—-P2='ž\ s ni и j;
Р2l t'2l + l l 1 l Р2l + 1 Р2l+2

l l

!S nl ,
если

О, если s„г >o.

!S nl ,
если Sni> о,

О, если sпг<o.5 пг <0.

%\г„иl \>ш\
I= о

Pp s_x kr кP\
JtJ \i'ns ,i\P> % JŽj 1 Tn

5 ,1 14- \TnsJ \
l— I 1 t==kr—i -f- 1 l=ks— l+ 1

t— 1, 2 qs ; s=2, 3, ; ft,_i = /г[/> <
...

< №-=k,
4S
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число qs выбрано так, что

Построим Я-суммируемую к нулю последовательность для кото-
рой соответствующее бесконечное произведение не суммируемо- Для
этого выберем

где

Покажем, что соответствующая последовательность расходится.
Представим

и оценим каждый сомножитель в отдельности;

Используя (11), можно показать, что при достаточно больших

2 2 ( fes- l “ fei )+s+ 1

V paV /1 |pnt
~

Ч’ 2^+))| 1
&=2(й

5 +1) 0 I P 2(ks +\)
0

/
a n ,k \ 2 1

< 3-

Г р 2/ л / г, , 2Л
,7= Sgn А I ”2/ —- I если т = 21,
\GIP2I \ Pzl I ’

P2l+l A In a nr .,21\ .
77 J 77= Sgn Д j P2l —

э 1 , если m=2/ + 1
~

] К«У/ P2/+1 \ P2l I
при Tn t yS 0, k s - x -Cl<k Sr s=2, 3, ...

s ’ y

О, в остальных случаях,

a, = 2 2 \Tn ,n 1 + 2 !%,.[•
Г=l U=fti—l + 1 U =ks—i + 1

2ks—i+\ 2£s+ l
I ' 1 JJ (1 + a n s, m Um ) il JT (1 Д- #ns . m Uw) 1 Xm=o m=2(k s-i+ \)

[XI П (\+a
m=2(äs +I)

4> (*) 2(b-.-*0;

я■— I JJ (1 + ans> 2/ 6/2/) (1 + @nsr 2l+ l Wžl+l )\>
l ks—i -f* 1

> jj (i + livj] =n П (w-i—)>
k {S)

>n(\+ S IAdJ )>(»)*•
\ J+l az / ' '

с >т-
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Теперь из (12)следует оценка

и соответствующее бесконечное произведение не суммируемо. Тем самым
первая последовательность (10) ограничена.

Если же не ограничена вторая последовательность (10), то доказа-
тельство аналогично соответствующей части доказательства необходи-
мости условия 2°.

Достаточность. По теореме 1 произведение (3) сходится при
всех п— 0,1, ... . Докажем его равномерную сходимость относи-
тельно п. Если s, t *oo то, ввиду условия 2° и регулярности Р,

стремится к нулю равномерно относительно п при любой Р-суммируемой
к нулю последовательности {£Д}. С другой стороны, по лемме 3

откуда следует равномерная сходимость стоящего слева ряда. Теперь
из равенства (при достаточно большом k)

ввиду Pk = 0(1) и леммы 3, вытекает равномерная сходимость ряда
Pk

In (1 Д- ank Uk ), эквивалентная равномерной сходимости произведе-
ния (3). Поскольку бесконечное произведение iJ(I -\-ak Uk ), очевидно,
сходится, то равномерная сходимость (3) гарантирует справедливость
формулы (5).

§3

В этом параграфе рассматривается сходимость бесконечного произ-
ведения (2) при абсолютной суммируемости {Uk } или Uk методом
Рисса Р.

Теорема 4. Если нормальный метод Р сохраняет абсолютную схо-димость, то бесконечное произведение (2) сходится при всех \Р\-сумми-
руемых последовательностях {Uk } тогда и только тогда, когда

IQ«i>2s
,

+ Р‘

атг( и'- р-¥г и^]

%(ank Uk y = S*lk {o (%) + oWT.

In (1 + ank Uk ) ank Uk 2{i + anh Q nh uh) 2

1° p =0(1),k Pk K ’’

2° ряд ek сходится,
3° el <oo .
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Доказательство. Если произведение (2) сходится, то Uk } —> 0.
Для этого по [ lo] (следствие 3) необходимо условие I°. Если Р сохраняет
абсолютную сходимость, то по [4 ] необходимы условия 2° и 3°. С другой
стороны, по [п ] (теорема И) условия 1° и2° гарантируют сходимость

ряда еkUk при всех | Р [-суммируемых {Uk }. Ряд Де* С/*) 2 сходится,
поскольку

2Ы и„у =2 е I( с7* - П-, )
2 =(р*- ки'„ + е* П_, )<оо.

Но сходимость этих двух рядов достаточна для сходимости бесконечного
произведения (2).

Теорема 5. Если нормальный метод Р сохраняет абсолютную схо-
димость, то бесконечное произведение (2) сходится при всех
руемых рядах Uk тогда и только тогда, когда

Доказательство. Поскольку при сходимости бесконечного про-
изведения (2) {гк Uk } 0, то из

€ помощью необходимых условий линейного преобразования / ->сo по-
лучим

откуда следуют условия теоремы. С другой стороны, условия 1° и 2° по
[lo] (теорема 17) гарантируют абсолютную сходимость ряда Sе& Uk
при всех 1Р (-суммируемых рядах Uk .

Результаты настоящей статьи обобщаются на случай двойных беско-
нечных произведений.
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Pkf =0( 1) и 1)
Pk Pk-\
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F. VICHMANN

LÕPMATUTE KORRUTISTE SUMMEERIMISEST

Leitakse tarvilikud ja piisavad tingimused lõpmatu korrutise JJ(I + koondu-
vuseks, kui jada {Uh} on Riesz’i menetlusega summeeruv või tõkestatud. Teoreemides 4
ja 5 vaadeldakse juhtu, kus {Uh } või SUh on |P|-summeeruv. Lõpmatu korrutis
on summeeruv menetlusega A, kui eksisteerib nullist erinev lõplik piirväärtus
Hm JJ (l + UnhUh). Teoreemis 3 esitatakse lõpmatu korrutise summeeruvuse tarvilikud ja
n k

piisavad tingimused juhul, kui jada {Uh} on Riesz’i menetlusega summeeruv nulliks.

F. VICHMANN

ABOUT THE SUMMABILITY OF INFINITE PRODUCTS

In this paper necessary and sufficient conditions are given for the convergence of
an infinite product JJ{I-\-£hUk) in the case of the summability or boundness of the
sequence {Uh} by Riesz mean P. Theorems 4 and 5 consider the case when the {Uh}
or HUh is |R|-summable.

An infinite product is said to be summable by Aif lim iJ(I + а„ь Uk ) exists and
n k

differs from 0 and со . Theorem 3 gives necessary and sufficient conditions for the
summability of an infinite product in the case of {U h } that is summable by Riesz mean

P to zero.
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