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О. BAAPMÄHH

О НЕКОТОРЫХ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДАХ
С ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИЕЙ ОБРАТНОГО

ОПЕРАТОРА. II

В данной статье для решения нелинейного операторного уравнения приводится еще
один метод с последовательной аппроксимацией обратного оператора и выясняется, в ка-
ких условиях рассматриваемый итерационный процесс сходится. При изучении сходимо-
сти методов подобного вида в [ 1] мы предполагали существование и ограниченность
обратного оператора [Р'^)]-1. Оказывается, что в некоторых случаях можно отка-
заться от этих требований.

Для решения нелинейного уравнения

используем итерационный процесс

где гп 0, А п последовательность линейных операторов, приближен-
ных к [Р'{х п)]- Х {п 0, 1,2,...).

Рассмотрим следующий способ определения последовательности

1. Пусть А линейный, ограниченный, ненулевой оператор в бана-
ховом пространстве Eh В0 =Е D O A и

где D 0 некоторое приближение к обратному оператору А. Тогда для
нахождения А~ 1 можно применить итерационный процесс{2 ]

где Х0 произвольный линейный ограниченный оператор и Е еди
ничный оператор.

Из (4) следует, что

Если Х0 = А~\ то каждый Xk = А~К

Р(х) =0

—' %n &n Д-пР i%n) >

№ll =Ü<l.

XM = B 0Xk + Do, * = 0,1.2,...,

A-' Xk = B O {A- x -Xо) и

ЦА-'-ХьЦ^^ЦА-'-ХоЦ.

https://doi.org/10.3176/phys.math.1969.1.02
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Рассмотрим линейную комбинацию

где коэффициенты an<k удовлетворяют условию

Из условий (7), (8) следует, что Х0 =А~' влечет за собой Yn =A~ 1 .

На основании (5), (7), (8) получаем

П
где Wn {t) =• ап< k tk многочлен степени <я, удовлетворяющий усло-

k=o
ВИЮ

Пусть теперь Е\ Я, где Я некоторое вещественное гильбертово
пространство и В 0 самосопряженный оператор в Я. Тогда, если X —-

некоторое собственное значение оператора -б0 (17, ] р = №11). то
W n {X) собственное значение оператора Wn {B 0 ) и

где Z спектр оператора 80.B 0.

В статье [2] рекомендуется брать

п
где Тп {х) =• JSaHik xk многочлен Чебышева.

k=o
Отметим, что если D 0 = aE, то реккурентная формула (4) приобре-

тает вид

Применим изложенное выше для аппроксимации оператора [/^(л:)] -1
при решении операторного уравнения (1) по итерационной формуле (2).

Имея некоторое приближение Älnh к оператору \Р'(хп+l )]-' и приме-няя два шага метода (12), получаем

где ап > 0 и i = 1, 2.
Учитывая, что при п = 2

n

Уп J &n, к Xki
k =0

n
.Žj &n, k 1 •
k=o

A-'-Yn = ±an , k (A-' Xk) = (ix. s ßS) „) =

k=o k=o

= Wn {B 0) (А-'-Хо),

Wn (l) =l.

l^n(X)l<in^n (fi o )ll = sup I I <.sup i Wn (t) I,
X 6 Z

W (f\ —/ Tn jt/ц) \

Х/г+l -)- Dq —■ (Е аА) Xfr аЕ =Xk—а{А X ь Е).

Alti 1 = Afe/»- а„(Я' (*,,+, )Л<Й>-£),

Wo it) —{l~

' l T2{\l\i) ) 2 n 2 2Ц2 ’
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согласно (7) (10) имеем

где [in ■— lIЕ ■ an P {%п+l) II-

Подставляя (13) в (14) и учитывая (8), после некоторых упрощений
получаем

’Полагая Л„+j = Л„, получим итерационный процесс

где п = O, 1,2,

Пусть Ло некоторое приближение к оператору [Р'^о)]-1 и через
Х п, Уп и (Зл обозначены постоянные, удовлетворяющие следующим нера-
венствам:

Если положить

A . 2 Л (2) . и(°)
ЛП+l о + 1

„
)
л(1 52 М-я 2 |Х„

Л„+l =—Ц (Л™. - ап(Р' (xn-u)Ai°h -£)- an [P'(xn+l ) (А™ ,
-

2 ~ И л

-
- £)) - £]} -—Ч 4Й. = (--г - —Ц) лй. +

2 —И„ \2 —Ил 2- Ил/

+ —Ц[-а„(/"Ц»+ 1)/5Й1-£)-а,Р'Ц„«)/1Й1+
2 И„

+ «>'(**«) (Я'Цп-иМЙ. - £) + а„£] =ЛЙ, +

+ -Ц(агР'(%,) (£'(*«-н)Л‘°и- Я) - 2а„(£'(*»м)ЛЙl £)] =

2 -Ил

Г %n+1—-..i Лп £(-''.i 11

А*Н = А*Ш foi)lfP'(v.)4-£)
2 |X“ \a /! /V /

M.K*. (« = 0,1,...).

Il£ -/>'(*«) Д.lКу» (« = i.a...),

I|£ Р'(хп )А л- ,|| < p„_, («= 1. a,...).

c„ = L lIP (ло) II
Ц = sup {(!„} (« 0. 1,2, ...),

п

Yo = шах { |li 2 Эо /(2 (i 2), li E— P' (x 0) Л o|| },
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то справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Пусть xO (žH, S = {x(z Н : Цх хo || и на S выпол-
нены следующие условия:

1° оператор Р (х) дифференцируем (по Фреше);
2° производная Р'(х) самосопряженная и удовлетворяет условию

Липшица

Тогда, если r (

i
0) X0 ||P (*0) ||7(l õo)<q, то уравнение P {x) 0 имеет

в S решение x*, ||x0 — x*\\ <_ r {<p, к которому сходится последовательность
(15), (16), причем

где б i 0 при i -> oo

Доказательство. Поскольку доказательство теоремы 6 в прин-
ципе не отличается от доказательства теоремы 1 в ['], то не станем пов-
торять подробные рассуждения, а приведем здесь только основные соот-
ношения.

Имея в виду, что [Р' {xn )]~ l А п = [Р' {xn )]~ l {Е Р'{х п )Ап ) и

на основании (9) —(12) получаем

где Urc-i = — ctn-i P' {xn ) 11
В силу 3° теоремы 6

2 ENSV ТА Toimetised F*M-I 69

С (1 уо) >

X, =С(I + й- 2 Эо/(2 и2 ))>

бга Уп~\~ iL'An \\Р( Хп) il (я о, I, 2, . . .),

гТ = К\\Р(х„) 11/(1 —Ьп) (« = 0,1,2....),

\\P'{x)-P'{y)\\^L\\x-y\\-
3° существует [P'(x)]- 1 и ||[P / (x)]~l i| < С;
4° sup (ц„> =\x < 1 (n— o, 1, 2, ...);

П

5° e 0 =vo + ÜW)l|P(*o)H';<i;
6° p, =n2 po/ (2 n 2) +xfсо ÕO < Po.

\\хп х*\\ < r[n) И b h
/=о

№(*)ll =sup (Ш =
>W J TziUix) 2 }X2

2 о

|| £— Р' (х„) Ап |1 <|| И72 (Е - а„-, Р' (ж»)) || ||£ - Р' (ж„)An- t II <„, 1 ,

2 М-я—!

|И„|| = lltP'^ra)]- 1 + [РТ*»)]- 1(Р'Ьп)А п -Е)|| <

< С(1 + Цга-, Зга-,/(2 - Ига-0) (« =>■ 2 . •;
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а также то, что Р'(х) удовлетворяет условию Липшица, получаем

и на основании полученных результатов

Далее принимаем

(Дальше см. доказательство теоремы 1 в {•].)

Следствие. В частном случае, если оператор Р'(г) положи-
тельно определенный, т. е.

т (/г, h) <. (P' (x) h, h) < M (h, H), где h€H и 0 <дл <M„
то

a

Замечание 5. Для решения уравнения (1) можно применить итерационный:
процесс

и сформулировать теоремы, аналогичные теоремам 2 и 5 в [’].-

Учитывая оценку (ср. [ 3], стр. 996)

IIJW xn \\ = \\A„ P (*„) II <%n lIP(x„) || <XJ P (x0 ) II Я Si,
i-0

\\Р' (хт)Ал ~P' (xn )An \\<KL\\xn - **«11 <llc0 "n б,
г=0

||£-РД^+l )Л п ||<|l£-РДхп )Л„|l + ||Я'(*,жМп-/’, (*п)4.ll<

< pL, p„_i/(2 (4_i ) +А2псо П Ö, in = 1,2,..
t=o

Уп = |-i 2 |3„-i/(2 jLi2 ),

Pn =И 2 pn-l / (2 [X 2 ) +hn c 0 U Ö',.
/=0

К = С{ 1+ц2 Ри/(2-(12)) !
где *=l. 2,

С = m~l
,

А,о tn~ l (1 -f- Yo)
>

h = +(i2 Po/(2-|x 2)).,

1 jfi 2"
f.i7J

= max ( 1 1 an mn \, j 1 an Mn\) +Шп » если a„. =Mn + >

m<mn = m (.х п ) = inf (Р' (хп) у, у)
,

М> М п М{хп ) = sup {Р'{хп )у, у) .
II </11=1

СX7l+l X п &пАпР {хn) ,

J 2ц2
| Лп+l =Лп- --1 [— ■E P'{Xn+i)](Pix n+-l )A n —E

} j
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2. В статье [*] для решения уравнения (1) в вещественном банахо-
вом пространстве Е\ мы применили итерационный процесс

где 0< ея <l, п— 0,1, 2, ...

.

При изучении сходимости метода (27) (28) в ['] мы предполагали
существование оператора [Т,/ ( х)]“ 1 и ограниченность его нормы, но как
выяснится ниже, при хороших начальных приближениях хO , А 0 можно-
обойтись без этих требований.

Пусть величины Х п, уп и р„ удовлетворяют следующим неравенствам:

Положим

Тогда имеет место

Теорема 7. Пусть х0 £Еи S—{х б Еи \\х хo\\ <р}и на S выпол-
нены 1° и 2° теоремы б* и следующие условия:

Тогда, если г (0)
= ||Л o|| ||Р (х 0 ) || /(1 qQ ) <р, то уравнение Р[х)= О

имеет в S решение х*, ||хo к которому сходится последова-
тельность (27), (28), причем

где qL 0 при i—>оо.
* Кроме требования самосопряженности оператора Р'( х ) ■

| %п+ l —8п А п Р(хп), (2/)

I Än+l =An [2E-P'{xn+x )Anl (28)

IИЛ Tn,
||£- ея Р'(хп )ЛЛ<ул in =1,2,...),

: ll£ P'{xn )A n-iii <
c0 = L\\P(x q )\\,

YO max (ei po 4~ 1— sb ||£ e 0/3/ (^o)4 o ||},

То lidoli,
Ä-1 —■ lidoli ( 1 4" Ро)

,

Ön ЩYn + 2СП /« C 0 U Õi,
1=0

<7п = (1 '+ Рп) б„ (П =O, 1, ...),

=Мoil \\Р (*о) 11/(1—^).

а ) öo —Yo ~h 260 Яо Со 1 ;

б) (1 т Ро) 2 õo <С 1;
в) Pi (Зо El Xl Со Öo Poi
г) B n-i<e„<min(l, 8„-i(l + « = 1,2,

\\xn x*W <r(") |J qi,
i= о
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Доказательство. Из неравенств (29) —(31) получаем

Далее берем

Так как (ср. [3 ], стр. 996)

где — впЛ пР (xn)
,

то

и

Итак, можем принять

Пусть p„< p„-i, Yn<Yn-b ö„<õ«-i, тогда в силу (39) и (40), предполо
жения г) и оценок || Р ( xn ) || < 6n-i II Р (x„_i) П имеем

откуда yn+i<y„ и

На основании (41) легко видеть, что последовательность (хД фун
даментальная.

l|£-B„P'(*nM ra ll = Il8„ (£-2P / W4_,+[P'Wi4n_i]2} +

+£ b„£||< ert ll£ />'(*nM„-ill2 +1 en < e,i ps_ i+ 1 —e„,

\\An\\ < ll2£ - P'{xn )An-,\\<... < |И„|| Я(I + P/) (« = 1.2, ..)

i=o

Yn=BnpS-l+ 1 8n

n_j (П= 1,2,...),
IHoll U(1 P/) •

i=o

HP (*„+,) || < V» II P(*») .11 +iL li Qn (*») r < (Y« + ie» ** L и P(*„) li) IIP (*„) || <

< (v»',+ Ы ti L \\P (*„) || JJ 6,) lIP (*„) || = bn \\P (*n) 11,
i=o

l|xft+ i —xj ||Bп Л,г Р(хп ) || < ||Лоl! iIPWIIJT^
t= О

|| £ - />'(*«) ЛJ <II Е- Р'{хп)А пII + II />'(*„) Л„- л J <

< Рп-1 Л" 8 Со IJ бi = р 2
_l -j- Ел Соl|Лоl1 2 JJ (1 + (3 i) 2 õj.

i=o I=o

P„ = PLi +еХсоПЬ ('>= >, 2—)-

t=o

Pn+l Ett+l Cq\\Aq\\ 2JJ( 1 -j- J3j) 2 õ/< Pn-1 Bn ColHoil 2 Y[ (1 ~h Pi) 2õj— Рл
i=o t=o

2 2 2
‘Yn+l Уп 6/i+l (Зя 6/I+l 6n P/i—l “j- 6/j ( 8/j+i 8/j) (j3/i 1 ) 0,

бл+l Yrt+l ~f" 2‘Bn+l li Ло II 2 LII Р (Xq) || JJJ ( 1 Pt) 2õ/<
i=o

<Уп“ЬаB л li Л oli 2Lli P (Xq) li JJ (1 -f- P() 2Õi— 6n-
i=o
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В самом деле, для т > п

и,следовательно

Замечание 6. Если (1+ J3o) 2 õo <C 1. т0 для итерационного процесса

ограниченность нормы обратного оператора [Р^х)] -1 несущественна, и можно сформу-
лировать теорему, аналогичную теореме 7.
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О. VAARMANN
MÕNEDEST ITERATSIOONIMEETODEIST PÖÖRDOPERAATORI

JÄRKJÄRGULISE APROKSIMEERIMISEGA. II

Artiklis käsitletakse meetodi (15) (16) koonduvust võrrandi (1) lahendiks ja tões-
tatakse selle võrrandi lahendi olemasolu eeldusel, et eksisteerib tõkestatud pöördoperaator
[P'{x)]~ l

. Tõestatakse, et küllalt heade alglähendite korral iteratsiooniprotsess (27) —(28)
koondub võrrandi (1) lahendiks ka juhul, kui me ei nõua pöördoperaatori olemasolu
ega tõkestatust.

O. VAARMANN
ON SOME ITERATIVE METHODS WITH SUCCESSIVE
APPROXIMATION OF THE INVERSE OPERATOR. II

A convergence theorem concerning the iterative method (15) (16) and the existence
of a solution of the equation (1) assuming existence of the bounded inverse operator
[P'(x)]- 1 is proved. If any suppositions of the existence of an inverse operator are not
made it is shown that for sufficiently good initial approximations the iterative process
(27) (28) converges to a solution of equation (1).

т \ т- 16-1
\\Хт Ч IKIMoII \\РЫ 11 ПЯl<

k =n k=n i=o

ЦЛ„,| IIP(Xo) . (I -Q "jjgl<rw
1 Яп j=õ i=o i=o

x* = \lm xn , P{x*) =O.
n-+oo

{ %n+ l Xfi 6/i An P (-'■/t) /

l AM —-A n{3E- 3P'(x„+l )A+
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