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В настоящей заметке показывается, что при получении ряда интерполяционных
квадратурных формул с равноотстоящими узлами можно отказаться от требования
совпадения многочлена приближения с функцией на концах отрезка интегрирования, за-
менив его требованием, чтобы сумма квадратов отклонений значений многочлена при-
ближения от функции на концах отрезка была наименьшей.

Покажем, что в случае четного числа узлов 2п2 формулы Нью-
гона-Котеса могут быть получены путем интегрирования многочленов
степени 2п, (а не 2п + 1 как это обычно делается). Одновременно по-
строим эти многочлены и выясним их связь с интегрируемой функцией.

Нам нужны будут следующие две формулы.
Пусть Р п {х) многочлен Лагранжа, построенный для функции

y f{x ) по узлам х0,хи. .., хп, а Рп+[ {х) многочлен Лагранжа, по-
строенный для этой же функции по узлам хO , Х\, . .., хп,

х п+{.

Тогда очевидно

Для функции r(x) =(х—l)(х —2) ... (х 2п) справедливо равен-
ство

в чем легко убедиться, если во втором интеграле сделать замену

Для функции y = f{x ) введем обозначения yL — f{i) ( i 0,1,2,...
2п+ 1).

Пусть многочлен Pin-\[x ) означает многочлен Лагранжа, построен
ный для функции f{x) по узлам 1,2,..., 2п.
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Лж (*) = Pn(x)+ W(*)■ (•>

где w (x) =(x x0 ) {x xi) ... {x xn).

2n+ l 2л + 1

j r{x)dx = —p[ j xr ix ) dx.
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i I 2n + 1X=t -| 2 •

https://doi.org/10.3176/phys.math.1968.1.18

https://doi.org/10.3176/phys.math.1968.1.18


Lühiuurimusi * Краткие сообщения 125

который очевидно совпадает с функцией f{x) в узлах 1,2,...,2 п. Выбе-
рем X так, чтобы величина

имела наименьшее значение. Тогда из условия т\ —O, учитывая, что
г{o) ■— г{2п -(- 1) = (2/г)!, получаем искомое значение X:

Подставляя (4) в (3), находим многочлен приближения в виде

Теперь убедимся, что, заменив в интеграле

функцию /(х) функцией (5), получим формулу Ньютона-Котеса по
2п -j- 2 узлам.

На основании формулы (1), выражая Р2п+\{х) через р2п{х), а
Р2п{х) через Р2п-\{х), имеем

Это есть многочлен Лагранжа, построенный по узлам 0,1, 2, ... ,2п -\- I.
Поэтому, интегрируя этот многочлен на отрезке [O, 2п-\- I], получим фор-
мулу Ньютона-Котеса с 2п •-(- 2 узлами.

По (6), учитывая формулу (2), имеем

Но из (5) видно, что интеграл от ф(*) на отрезке [O, 2п -f 1] дает это же
выражение, что и доказывает наше утверждение.

Ниже будем пользоваться обозначениями;

Пример. Для того чтобы получить квадратурное правило «трех
восьмых»

cp (я) p2n—\ (x) -j- ~2(2п) ! +1 P2n—l (0) P 2n—l (2rt + 1)] r(%) .

2tt+l

j f(x)dx
0

P 2rt+l (X) = P 2n- { (x) +y° . r(x) +

, У2п +\—P% n 1 (2/1 +l) Уо + Pyn-l (0) / ■1 (2л+l)! 1 Ь ' '

Рассмотрим многочлен степени 2п:

<р(*) P2n-i{x) +Хг{х), (3)

m (ф(0) г/о] 2 + [ф(2Аг4- 1) y2n+i] 2

— 2(2п)! “Ь 2n—i (0) P2n-\ (2/г у 1)1* (^)

2п+l 2и+l

[ Р2п+\(Х )^Х — [ Р 2п—\ i x )dx +
2 (2n)T 2n+1 — Р*п-\ (2« +1) +

О о
2п+ l

+ г/о P 2n-i(0)] j r(*)d*.
Ь

Xi =Xo + ih, yt = f{Xi), y'i =f'(Xi).
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можно подынтегральную функцию на отрезке [Xi, хг- +3] заменить трехчле-
ном

где X выбирается из условия минимума величины

Приведем еще примеры построения квадратурных формул с помощью
вышеизложенного приема.

На отрезке [х o, х2п] строим для f{x) приближение ф(л:) так: ф(х)
=ф2i{x) на [x2 i, x2i+2 ] {i =O, 1 , ,п —1), где ф 2/(я) парабола с верши-
ной в точке (x2i+u у2l+\ ) и такая, что величина

принимает наименьшее значение.

Но тогда, как в этом легко убедиться,

Если в интеграле | f{x)dx функцию f{x) заменить функцией ф(х),
*0

то мы получим формулу Симпсона.

Рассмотрим теперь отрезок [лг o, *«]• На нем для функции f{x) построим
приближение ф(х) так, чтобы ф (х) = ф г-(х) на {хг-, лг,-+l] (С— 0,1,...,
п —l), где фi{x) многочлен второй степени, удовлетворяющий усло-
виям: ф(хг ) —уь ф(хж) =Ут, а величина — y't ]2 + [ф'(*ж)

y'i+ l]2 принимает наименьшее значение. Получим

Если теперь вычисление интеграла от f(x) на отрезке [хo, х п] заме-
нить вычислением интеграла от ф(х) на этом же отрезке, то мы получим
уточненную формулу трапеций.

*,-+3/l
Г 3
J f ix ) dx "g h [tji -f- -f" 3(//+2 4" Уl+з]>
i

Ф(*) X ' +2
h Ут + h

Xi+l yi+2 + Ä. {x xm ) ( x xi+2 ) ,

[ф (Xi) yi\2 4- [ф (*«+з) Ум]2 .

m2i = {cp2i (x2i) y2l]2 + {ф2/ (Хц+ 2 ) i/2/+2l2

ф 2i{x) У2l+l h{x Х 2(+\) 2

где

А iy%i 2г/2ж -f- у2l+2) ■
хo +2nh

<PiW = "У;—- Уг\ 'н "

Ум +М* xi) ( х “ *т).

=

h (y' l+t -y,)-

xn

j f (*) dx h J ‘ /o Jn +У\+У2+ • • • + yn- 1 J —J2 (Уп —Уо) ■*0
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Так же, если на каждом отрезке [х2р х2£ +г] построить для f{x) при-
ближение фгi{x) так, чтобы ф 2i(x) была бы параболой с вершиной в точ-
ке {x2i+\, У2l+\) и величина

принимала наименьшее значение, то получим

Замена в интеграле функции /{*) функцией ф(х) = ф £-(л:) на каждом
отрезке [л+, х£+l] приводит к формуле

которая точна для любого многочлена третьей степени и является уточ-
ненной формулой прямоугольников.

Таллинский политехнический институт Поступила в редакцию
1/XII 1967

[фи (*«) y'.2i ]2 + [<p’2i {Xzi+2) y'2i+2 ]2

ф2 i(X ) У2l+l ~l~М* X 2i+\) 2
,

где

4/7 (У 2t+2 У 2.1 )
•.

*o+2nh ,j_j

j f (x) dx 2h 2 yzi+i + % {У2п У'о)»

** »’=o
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	Рис. 1. Графическая интерпретация системы уравнений (I, 1.44) в случае схем типа 121 (левый график) и 22 (правый график). Каждому недиагональному элементу матрицы плотности .соответствует «вектор» на графике. -Матричные элементы первого ранга отмечены непрерывной линией.
	Рис.1 2v Формы спектральных линий, детектируемые при равенстве эффективных напряженностей возмущающих полей h 2 =hz h на основной частоте (левые кривые) и комбинационной частоте (правые кривые). Подтип 121-1 в случае системы АХ с внутримолекулярной диполь-дипольной релаксацией.
	Рис. 3. Формы спектральных линий, детектируемые при равенстве эффективных напряженностей возмущающих полей h\ = /г3 = 2 на основной частоте (левая кривая) и на комбинационной частоте (правая кривая). Подтип 22-0. Релаксационные параметры: тl=т3=l, = 0.
	Ркс. 4. Формы спектральных линий, детектируемые при неравенстве эффективных напряженностей возмущающих полей h\ /г3 на основной частоте. Релаксационные параметры соответствуют системе АХ с внутримолекулярной диполь-дипольной релаксацией. Подтип 121-0.
	Рис. 5. Формы спектральных линий, детектируемые при равенстве эффективных напряженностей возмущающих полей h\ —h на основной частоте (левые кривые) и комбинационной частоте (правые кривые). Подтип 121-2. Система АХ с внутримолекулярной диполь-дипольной релаксацией.
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	Рис. 1. Микрофотограмма участка спектра люминесценции KBr-S2 при 4,2 °К, содержащего одну вибронную полоску с л— 6. Максимумы тонкой структуры, отмеченные стрелками, нанесены на схеме рис. 2; звездочками отмечены изотопические линии.
	Рис. 2. Частоты тонкой структуры Дсо в спектрах KBr-S9 (a), KCI-S2 (б) и (в) при 4,2 °К нанесены в зависимости от номеров п вибронных полосок.
	Микрофотограмма спектра люминесценции кристалла KCI-NO7 при 4,2 °К. Группа около 4358 Ä принадлежит спектру возбуждающей ртутной лампы.
	Joon. I. Aseskeemid.
	Joon. 2. Universaalne nomogramm JKS parameetrite määramiseks
	Рис. 1. Изменение падающего полусферического лучистого потока по глубине топки; а топка пылесланцевого парогенератора, qv =96 квт/м3-, б топка мазутного парогенератора; 1 квт/м3; 2 Яу 45 квт/м3-,
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	Рис. 1. Зависимость щ от rimas при различных значениях т0 и Ъгаах (6 = 3,5; R(Дшах) =0,001).
	Рис. 2. Зависимость т от а: 1 = 0,985; 2 nft = 0,975; 3 tu = 0,950; 4 Цк 0,900.
	Рис, 3. Зависимость г от Rio о. Обозначения те же, что на рис. 2.
	Рис. 1. Схема опытной установки кипящего слоя: 1— коробка воздуха; 2 решетка; 3 шахта; 4 трубопровод воздуха; 5 кипящий слой; 6 вентиль для регулирования воздуха; 7 измерительная диафрагма: 8 микроманометр; 9 [/-образный манометр; 10 термометр: И установка для измерения высоты кипящего слоя.
	Рис. 2. Определение предельной скорости кипящего слоя по характеристике аэродинамического сопротивления.
	Рис. 3. Определение предельной скорости кипящего слоя по расширению кипящего слоя.
	Рис. 4. Зависимость относительного прироста высоты кипящего слоя от отношения скоростей.
	«=s о н Cv3 CD х CJ 5 LQ п,
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	Рис. 3. Абсорбционный спектр четыреххлористого углерода. Слева ■— однократное прохождение со скоростью 4 гц/сек в оптимальных условиях; справа то же после 49-кратного накопления.
	Рис. Iа. Спектр поглощения и спектр относительного выхода люминесценции центра в кристалле KCI. Температура 90° К; спектральная ширина щели 60 см~х\ вертикальные черточки указывают величины ошибок отдельных измерений.
	Рис. 16. Спектр поглощения и спектр относительного выхода люминесценции центра NO7 в кристалле КВг. Условия см. рис. Iа.
	Рис. \в. Спектр поглощения и спектр относительного выхода люминесценции центра NOE в кристалле KJ. Условия см. рис. Iа.
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