
в. полль

О НЕКОТОРЫХ МЕТОДАХ НАХОЖДЕНИЯ СТАЦИОНАРНЫХ
ТОЧЕК ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

1. Рассмотрим вещественную функцию

У = fix), (1)
где

X (А. 1, Х2, •• •
, Х п ) .

Обозначаем в дальнейшем:

а' = (ии ип ); х" = (»ь V2, ■■ ■, v n )

х'" = (сСЦ, W2, ... ,wn); A' 1V = (zb z 2 ,.. •, zn ) .

В статье С. Ульма ['] для функции (1) были построены разделенные
разности первого и второго порядков.

Введем для них следующие обозначения:

а) разделенные разности первого порядка

F,{x'\ x") = {a]) i=u 2 n
(2)

f2 ix'-, x") = {ab 2,..... n *— («j)
,

где
а] = f{v i_1

; щ Vi, m?+i )*; (3)

1 обозначает последовательность щ+i , ..., un \ символ и v означает,
что в выражении (3) координаты вектора х" следует заменить соот-
ветствующими координатами вектора х' и т. д.

Соотношения, связывающие разделенные разности первого порядка
(2) со значениями функции (1), имеют следующий вид:

Р\{х'; х") (x'-x")=f(x')-f(x")

F 2 {x'; х") {х' X") = fix') f(x").
* См. [>].
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б) разделенные разности второго порядка

F n {x'- х"; х"') = (4 1) 2 .

Лг(*'; Jc"; *'") = (4?
) /,/=1,2..... п = (4/) 1./=1.2 «

(4)
г / /•. YU. Y m\

_

/ 2К ,1К («-*»; в
*2l V-* > X 1 X ) (Щу ji, /=l, 2 п \Fji J i, j =i, 2 n

Г ( vr . Vn. vnr\ / 22 ч /_IК (u-nv; w-*v; v-m)
Г22\Х ,X,X ) (ö// ) t, /=1,2 n (Ду) i, 7=1,2 n >

где

. f(W i ■ j 9i+ l i U-iVj',U j+i ) *>
-. если Л< j

G-ij ' f{t£) i ; ViUiWfriii+ i )**, - если i— j

0> если t > j.

При этом разделенные разности второго порядка (4) выражаются
через разделенные разности первого порядка (2) следующим образом;

Л ] (х7
; х77

; х'") (х' х") = Л (х7
; х777 ) —/д (х77

; х 777 )

А l2 (х'; х77 ; х 777 ) (х77 х777 ) =Fx (х7; х77 ) —/д (х 7
; х777

)

(5)
F 2l (х7

; х77
; х 777 ) (х7 х77 ) =Р2 (х7

; х777 )Р2 (х 77
; х 777 )

F 22 (х7
; х77

; х 777 ) (х77 х777 ) =F2 (х7
; х77

) А2 (х7
; х777 ).

2. Аналогичным образом можно для функции (1) построить разде-
ленные разности третьего и высших порядков. Они выражаются через
пространственные матрицы**.

Например, несимметрические разделенные разности третьего порядка
F (х7

; х 77
; х 777

; x IV ) можно определить следующими шестью соотноше-
ниями:

1) F (х7
; х77

; х777 ; x IV ) (х7 xIV ) = F (х 7 ; х 77
; х777 ) F (х77

; х777 ; x IV )

2) F (х7
; х77

; х777
; x IV) (х7 х777 ) =F (х 7; х77; x IV ) F (х77

; х 777 ; x IV )

3) F (х7
; х 77

; х 777
; x IV ) (х 77 xIV ) = F (х 7

; х 77
; х 777 ) F (х7 ; х777; x IV )

4) F (х7; х 77
; х 777

; х™) {х' х") =F (х 7; х777
; x IV ) F (х77

; х777
; х™)

5) F (х 7
; х77

; х777 ; х™) (х 77 х777
)= F (х 7

; х 77
; xIV ) F (х7 ; х777

; х™)
6) F(х7; х 77

; х 777
; х™) ( х'" xIV) F (х7

; х77
; х777) F (х7

; х77; x IV ) .

Для функции (1) легко построить разделенные разности третьего
порядка на основании соотношений 4), 5) и 6). Обозначим их так;

Frsti'x'; х"; х"'; xIV ) =(а//л ) 2> ; с=1,2,5; (r, s=l,2).

‘ См. [>]• ,
** При этом произведение пространственной матрицы (cZiib) i, j, h= i п с век-

тором h={hi h n )' определяется равенством

П

(ttijk)h ~~( &i jkhj)i , k= 1,2, ... , n •
7=l
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Следовательно, исходя из выражений (4), получим 12 различных
разностей третьего порядка. А именно:

Al 11 ) А2ll ={aiJH ) = (a iki )

„ , 112 ч , 111 . v ,112 . ,111 ч -ч-и)

А ll2 —)--)A212 KP'ljk ) KP'jVi )

,113. , иь Г- /213. / in 4 (u-*-w: »-�*: z-*-B)An3=(a f/fc ) = (a /M ) А213 = ) = («*/*)

~ ,121. , 111 . T-. /221 . / 1H \Al2l ) A2 21 \аЦк ) \a kij )

n ,122. , HI. r /222 \ / 1И чA 122 —) (akij ) A222 —\ aijk ) )

„ , 123. , 111. ~ , 223. / 1H чAl23—) \a m) А22З — \a ijk) \a ikj) >

где
' f{zr ; Wkzk vk ; v Г +

; ; UjVj; и "

+1 ) - если i> k > k= l

f(2r ; uk wkzk vk \ и п
к+l ) > если i=i= b

a l-к = • f(2 Г1
; ад; ay *+/ ; ukwk vk , и *+l) > если k> l > k= /

f(2 Г ; a»*z*; ay ; у#ь a *+,; М/Оу; u -+1 ) . если j>k>i

О в остальных случаях.

Здесь
/( ; wk zkVk, ■■ • ; UjVj; ...)= [wk a*]- 1 [/(...; wkzk \ ... ; up,-; ...)

f zk vk \ ...; UjVji ...)] = [И/ О/]-1 [/(• •■ ; töjt2ft o ft; ... ;щ\ ...)

/(•••; wk zkVk\ •
• • ; v,-; ...)]

/(•••; uk WkZk Vk\ .. .) = [uk vk]- 1 [/(... ; uk wkzk \ ...) —f(... ; ay Ä2*a*; ...)]

/(•••; ВД; ... ; aftay*;
... ; u}Vj; ■■■) =

=[Щ—Vj]- 1 [f{. .. ; WiZf, ... ; aA; ... ; му ; .. .)

ад-; • • •; • • ■; •••)] =

=[ü* ay*]- 1 [/(...; ау,-2 у; ... ; a*; ... ; Ujü/; ...)

/(•••; ад; ••
•; ад •• •; ад; •••)!=

=N 2/J- 1 ay t -; ... ; ... ; ирг, ...)

[(•••; 2y; ...
; a*ay*; ... ; UjVj; ...)].

Разделенные разности третьего порядка (6) выражаются через раз-
деленные разности второго порядка (4) следующим образом;

A;sl (х7
; х"; х777

; х™) (х7 х77) = frs (х7
; х777

; х™) A rs (х 77
; х 777

; х™)
Ars2 (x7

; х 77
; х777

; х™) (х77
- х77/

)= (х 7
; х 77 ; — Frt {x'; х777

; x*v) (7)
Ars3 (x7

; х77
; х 777

; x IV ) (х77/ =frs (х7
; х77

; х 777 ) F rs (x'; х77
; x IV )

(г, s = 1,2).
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3. Предположим, что

а) существует стационарная точка х* для функции (1);
б) имеется три приближения к точке х*: х(п)

, x(n ~!) и х (п~2) .

Используя равенства /д (х*; х*) = х*) = О (см. [']) и соотноше-
ния (5), можно вывести для нахождения стационарных точек функции
(1) ряд различных методов. Исходим из выражения

О= F\ (х*; х*) =/д (х<"); x(n- l) ) +F\ (я*; х*) —/д (х< п); х*) +

+7д(хЦ x*) F l {xM;x< n-V) =

=/д (x (rt)
; -f - Fn (jcW; x*; x*) {x* x(n) )4-

+ /r
i 2 (x (rt) ; x*) (x* x(n - X) ) =

=f1 (x(n)
; jc(n-i))-)_/7n x<"~2 )) (x* x<n >) +

-j- Л2 (x<re ); х('г-1) ; х(' г “ 2 >) (x* *(«-!)) 4-/?(x*; x(n)
; х (/г-1)

; x(n ~2) ),

где
Я =[74! (*(«); x*; x*)Fn (x*n); x("-4; x("~2))] (x* x<")) +

+ [F\2 (x (n)
; x(n-1)

; x*) — /д2 (х< п >; x^-2 ))] (x* x^-D).

Введем обозначение E(x(/I); x(n-1)
; ...) = F n,n I’’"- 1’’"-

Используя приближенное равенство

+ (**_ *(«-!)) = О, (8)

получим следующий итерационный метод (решая (8) относительно х*
и принимая x* = x("+1) ):

*(«.+ D= xw_[f n
i 'i n - l ’

n - 2 I[Р*' Я- 1 +г:г 1’ п- 2 й^х(«-Ч)].
(9)

Легко получить еще три аналогичных метода:

*(«+!.) = хм-[р:г1’ п~2 ~" "а]
/7Г“ | +^:г,, "’ 2

(*(л) -^( "-1) )1
(10)

(И)

х(п+l) = *(«) _[/Г *;
"-*■ п- 2 7? £

'-1'
n - 2

] -1 [Р п
г

"-1 + F "'Г 1
'

п~2
(* ( п) ]•

(12)

Если исходить из двух приближений х (п) и х(п-1) иза третье прибли-
жение принять

yW = ах("> +(1 а)х( /г~ 1 ) 0 < а < 1 (см. [ 2]),

то легко получить следующий итерационный метод;
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х(п+\) — х(п) _ [/7 П (*(п); у(п). х( п—1)) -| р 12 (л;( ,г ); ; 1))]- 1 X
X[/M*(n)

; у{п) )+Р\2(х{п); у(п)
\ *(/I-1) ) (х<«> £/<«>)]. (13)

Наряду с методом (13) можно выписать и три аналогичных метода,
соответствующих методам (10), (11) и (12).

Методы (9) и (13) представляют собой обобщения соответствующих
методов Шмидта р] на функции нескольких переменных.

4. Рассмотрим сходимость приведенных в предыдущем пункте ите-
рационных методов (9) и (13) (модификации этих методов имеют та-
кие же характеристики сходимости) в пространстве с нормой ||хЦ =

= шах |х( -|, т. е. в пространстве m n .
i= 1,2,... ,n

Сначала рассмотрим метод (9). Легко видеть, что

х* х(п+l) =
—{F п ” 2 —р F "2 n ~ l

' n~ 2 J -1 R {х*; х<”); х<га_ й; х^п~^).

Так как

R ~[Fn (х< п)
; х*; х*)Гп (х (п)

; **)Х
XFn (х< п); х< п -й; х*)Fu (х('й; х (п ~1]

; х(/г-2) )] (х* х(п))Х
+ Xi2 (x< n)

; х(«-й; x*) F I2 {X W: х^ 1); х(«-2>)](х* х^ 1»),

то на основании соотношений (7) Ц/?Ц легко оценивается.

Предположим, что функция (1) трижды непрерывно дифференци-
руемая, причем

d 3f
дх,дх,ах> ft/, *=l.2 п) (14)

(в некоторой области из mn ) . Тогда можно показать [3 ], что

!/(•••; UiViWiZi- щ

!/(•••; U£üi\ •• • ; VjWjZj; ...) \<— fin (15)

\f аре, ... ; üjWj] ... ; wk zk -, -••){< hik-
Учитывая неравенства (15) и соотношения (6) и (7), имеем

\\R\\< {Ь\\х* х("-йЦ + с \\х* —x(«" 2 )||) ||х* —хЩ +

+ [Их* x (ft~2) |l ||х* х (/г-I) ||,

где

b = шах [Д? (Д/ tijk X у fiik Т Уt*l п &=iX1 /=i X1

С = max [ fjik X у fttfe) X~2 Jtj fin X у /ml
i=l n ft=t+l /=1 /=1 D

f = max [ ( jjfJU+4Ы X 4 2 fill X IЫ-i=\, ... , n k= \ /= 1 /=1 D
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Далее предположим, что

\\[Fn {x'-x"-x'") +Fl2 {x'-x"-x'")]-4 <р (16)

для всех х', х", х'", принадлежащих к некоторой области простран-
ства тп. Тогда имеем

||х* < А \\х* \\х* x(rt~ Д| -f-
--- В||х* х(«)|| \\х* +

+ С\\х* ||х* х(«-2)||

или
dn Л dndn- 1 -f- В dnctn- 2 -j- С dn-\dn-2, (17)

где

А = pb\ dt = \\х* xW|| (Р —O,

В = рс ;

С = pf.

Аналогично получим для метода (13) следующую оценку:

(|х* д;(« —i) || < /С||х* x(n)||2 -|- L||x* II \\х* —р

+ М||х* х(«-')|| 2

или

dfi+i Kd п -(- L dn dn-\ Д- М d
,

(18)

где

К ~ a pb = а А
L /?[с -j- а / -j- (1 —а) Ь] = В -f- а С Д- (1 —а)А
М=(l а )pf =(l—а) С.

Покажем теперь, что скорости сходимости методов (9) и (13) оста-
нутся такими же, как у аналогичных методов Шмидта [2].

Рассмотрим метод (9).

Теорема 1. Пусть
1° функция (1) имеет стационарную точку х* в сфере S(x<°); d) с/п„;

2° ||х* lix* х(2 )||<г/;

3° в сфере S(x*;d ) стп имеют место неравенства (14) и (16);
4° (Л +Л + C)d = Fd< 1.

Тогда последовательность (9) сходится к стационарной точке х*, при-
чем

Цх* х(«)Ц<- (Fd)Vn (п —O, 1, ...), (19)



О некоторых методах нахождения стационарных точек .... 41

где
Цп = М-л-2 Н” М-га-З ( п 3 ) (20)

Цо = |Xi JLt2 1- (21)

Доказательство. Учитывая I°, 2° и 4°, имеем, что dO, <г/ ь d2 K d.
Следовательно, имеет место (21).

Доказательство (20) проводим индуктивно, исходя из неравенства
(17).

d3< A d2 di -f В d 2d0 -f С dido < Fd2 =

= l(ra)2 = 1 (Fd)v*

d± < A d 2d2 -(- В dzd\ -f- C d 2d {
< Fd2

= ±(Fd)* = p(Fd)\M.
Предположим, что для всех индексов < п 1 имеют место оценки

(19). Докажем, что они имеют место и для п О 5):
dn У A cin—\dn—2 —j— В dn—\dn—3 —)— С dn —2 dn— 2 ■

AF Pn-i +Hn- Z 2 dVn-i + lln-2 Igp№п l+ fXji— 3 —l+ Ц)г —3 j

I Q p H«-2 + Hn-3-2 Ц„ -2 + M-n-S

=[A (Fd) **"- 1-|An " 3
+ В (Fd) V”-'- **« -2_|_ с] X

pЦп-2+ Ц?г -3 2 Цп -2+Цп - 3

Д _j_ Q _|_ Q\ P —2+ fAn —3 2 -2+ M-n - 3

p Ц7; гЧ'М'п з 1 d^n ~ P-п 3 1 {Fd) n ~ 11 ~ (Fd) n

что и требовалось доказать.

Следствие 1. Общим решением (20) является

ц п = Cql'q -f- с хг\ -f с 2г 2 , (22)
где

г0 = ]/
Л0,5 + V23/108 + (3 У0,5+ V23/108)- 1 = 1,32... ;

1n.2! = j7= •

По
Учитывая (22) и начальные условия (21), получим следующую оценку:

d„<y (fd) c »r "o+*n)' где limen = 0 (СМ . И) иСо =

+

з
г°+\

п-у oo 2/'q -J~ 1
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Следовательно, метод (9) имеет порядок сходимости гo = 1,32....

Теорема 2. Пусть

1° функция (1) имеет стационарную точку х* g S (х<°); cl) с: пгп;

2° ||х* —

3° в сфере S(x*;d) стп имеют место (14) и (16);
4° {K-tL +M)d ={A+ B + C)d = Fd< 1.

Тогда последовательность (13) сходится к х*, причем

\\х* [Fd) Уп (П = о, 1, ...), (23)
где

vn ■— 2vn-2 (п 2),

vo = vi = l. (24)

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.

Следствие 2. Решением разностного уравнения (24) является

vn =
I+l2

( у/2) п + -

V2 ~ 1- (-V2) ".

2V2 vv ' 1 2V2 v

Поэтому имеем следующую оценку:

dn < (Fd) Ct (V 2 ) л (l+ вл )
) Гд е Иш е/ = oис\ 1 2

.

* п -* оо 2V 2

Следовательно, метод (13) имеет порядок сходимости у/2 1,41 ••• *

Теоремы существования стационарной точки для функции (1) и
более точные оценки погрешности итерационных методов типа (9) и
(13) будут опубликованы в следующих выпусках данного журнала.

5. Численный пример

На ЭЦВМ «Минск-2» были проведены численные эксперименты с методами (9) и
(13). Последние предпочтительнее методов типа (11) и (12), поскольку матрица
/*и -j- Р\2 является симметрической, а матрица /Д + F22 не симметрическая.

Для проведения расчетов была взята простая функция двух переменных:

f{xи х2 ) = 4х? 0,5х 2 sх?*2 + 2х? + 30*2+ 76х2 +l,
которая имеет стационарную точку

Xi —3, х2 = 2 с f(3,2) = 211.

Результаты расчета приведены в нижеследующей таблице (процесс итерации пре-
кратился, когда ||х(' 7 +I)—х(я)Ц 2~ 12 0,0002):



4 п(п -j- 1) , (п +1) (л +2) ,а) для метода (9) - (на первом шаге 4—!—гд— 1 - 7 );

б) для метода (13) 3)
( на первом шаге п

).
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n
Метод (9) Метод (13): а = 0,5

М Х2 fix 1, х2) Xi х 2 fix i,X2 )

0 3,8 1,9 234,90995 3,8 1,9 234,90995

1 3,5 3,0 103,2500 гг и (60,46475)

2 5,0 4,0 —793,0000 5,0 4,0 -793,0000

3 3,132489 2,514162 194,1797 3,142706 2,633892 186,5549

4 3,216697 2,269916 202,0745 3,592920 2,340197 186,0135

5 3,239166 2,130424 207,5967 3,025429 2,054132 210,7638

6 3,015988 2,015561 210,9680 3,050858 2,017924 210,9275

7 3,014535 2,004038 210,9963 3,000455 2,000345 210,9999

8 3,001617 2,000432 210,9999 3,000312 2,000055 211,0000

9 3,000044 2,000007 210,9999 3,000229 1,999934 211,0000

10 2,999998 2,000004 211,0000

Следует отметить, что число значений функций, которые требуется вычислить на
одном шаге итерационного процесса, равняется:



44 В. Полль

V. POLL

MITMEMUUTUJA FUNKTSIOONIDE STATSIONAARSETE PUNKTIDE LEIDMISE
MEETODITEST

Konstrueeritakse mitmemuutuja funktsiooni jaoks kolmandat järku diferentssuhted.
Üldistatakse J. W. Schmidti [ 2] poolt esitatud algoritme mitmemuutuja funktsioonidele ja
näidatakse, et üldistatud algoritmidel (9) ja (13) on sama koonduvuskiirus mis algorit-
midel ühe muutuja funktsiooni jaoks. Tuuakse numbriline näide.

V. POLL

ON SOME METHODS FOR FINDING STATIONARY VALUES OF A FUNCTION
OF SEVERAL VARIABLES

This paper deals with the construction of the divided differences of the third order for a
function of several variables. The Schmidt’s methods [ 2] for finding stationary values of a
function of one variable are extended to functions of several variables. It is proved that
the methods (9) and (13) have the same convergence rate as the Schmidt’s methods.
A numerical illustration is given.
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