
С. УЛЬМ

О РЕШЕНИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ, ВЫТЕКАЮЩИХ
ИЗ ПРИНЦИПА МАКСИМУМА

При решении задач оптимального управления принципом максимума Ноитрягина
главная трудность состоит в нахождении решений двухточечных краевых задач. Одним
из возможных путей решения последних является метод, названный методом организо-
ванного подбора недостающих начальных условий (см. [']). Основу этого метода состав-
ляет сведение краевой задачи к повторному решению задач Коши с последующим под-
бором недостающих условий по какому-либо алгоритму решения нелинейных алгебраи-
ческих и трансцендентных уравнений. При этом для решения последних используется
главным образом обобщенный метод Ньютона (см., иапр., [Е 2 ]). Но в последнее вре-
мя [3-5] для решения систем нелинейных алгебраических и трансцендентных уравнений
разработан ряд методов интерполяционного типа, которые, по нашему мнению, можно
часто с большим успехом применять при решении краевых задач принципа максимума.
Целью настоящей статьи и является описание этих методов и их сравнение с методом
Ньютона. Отдельно рассматривается приближенное решение линейных задач по быстро-
действию.

1. Применение вышеупомянутых методов мы демонстрируем на осно-
вании следующей задачи:
минимизировать

I = i xi {T) = (с,х{Т)) (1)
i— 1

при условиях

j x =f{x,u,t)

[ х(0) = х°,

где х = {хи х2, , х п ); и = {ии и2,
...

, um )\ f= {fu /2, •••
, f«); с =

= {сь с 2, ... , сп)\ и£U ( U некоторое множество в m-мерном прост-
ранстве) .

Конечное время Т считаем фиксированным. По принципу максимума
[ 6] оптимальное управление и максимизирует гамильтониан

П

Н {х, р, и, t)=Z Pifi {X, и, t), (3)
I=l

причем импульсы pL удовлетворяют системе сопряженных уравнений
.л -

IPi=— Л Pk {dfk {x, и, t)/dxi)
1 k=i
] ' (4)[pi (T) = —ci {i= I, 2, ... , n).

EESTI NSV TEADUSTE AKADEEMIA TOIMETISED. XVI KÖIDE
FÜÜSIKA * MATEMAATIKA, 1967, NR. 1

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ЭСТОНСКОЙ ССР. ТОМ XVI
ФИЗИКА * МАТЕМАТИКА. 1967, № 1

https://doi.org/10.3176/phys.math.1967.1.01

https://doi.org/10.3176/phys.math.1967.1.01


4 С. Ульм

Из условия максимума гамильтониана можно в принципе выразить
и и {х, р, t).

Обозначив у = ( х, р) =(х и ..., хп,
р и ...,

рп) = {уи ...,
уп,

уп+ у2п),

получим на основании (2) и (4) следующую краевую задачу:

yi = giiyu ••• , У2п, t) (I=l, ...,2п) (5)

‘ y i (0) =x rl (i=\, ,п) (6)
. Уп+i(Т) =—Ci (t =l,

,
п). (7)

Величины yn+i{o) :{ср=l и.,., ~я) мы.ие знлемДв противном случае мы
могли бы решить для системы (5) задачу Коши). Но каждому выбору
значений у пн{o) соответствуют определенные значения yn+i(T). Нашей
задачей является нахождение таких значений yn+i{ o), при которых усло-
вия yn+i {T) =

—ct были бы удовлетворены. Обозначим

'ф/(#/*+! (0) 5•• • > */2д(0) ) Уп+l.{Т) +Ci {i—\,...,n). (8)

Проблема решения краевой задачи сводится к нахождению таких
значений yn+i{o), при которых 'ф/ =O, т. е. мы должны решить следую-
щую систему нелинейных уравнений:

Обозначив Уп+ii o)= Я/, получим систему

“ФКМ, h, ...

, 1п) = 0 6=l, ••,«)• (9)

Чтобы найти значения функций г|у = г/„+Д7) + О (/ = 1,..., п) в точке
(ль ... , АД, решим для системы (5) задачу Коши (например, методом
Рунге-Кутта) при начальных условиях

yi{o) = x°i 6=l. ••• >«): Уп+iio) =Xt (/ =l, ... , п).

2. Применение метода Ньютона. Пусть выбрано некото-
рое приближение A (0) =(A (

i
}

, , 7 ). Если приближение A(fe) =

(A (

i
}

, ... , Х {п) найдено, то по методу Ньютона так наз. вектор поп-
равки АА(/г) = Vk+l) = (AA (f } ,

... , А\ (п) определяется из следу-
ющей системы уравнений:

/(«AfcW =•■—(* = 0,1,...), (Ю)
где

(^МИх=х(1к) )
/—l, ...

. п

И

*«•)=(*,(*? д*;?)..... V?)).

Новое приближение А-&+1) найдется из соотношений

Л.?+1)
= Я( * ) <.-ЬАА? ) 6=l, , л).

Итак, метод Ньютона требует, кроме вычисления значений также
вычисления частных производных д\\> i/dkj. Для нахождения последних
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вJ 1 действуют следующим образом. Дифференцируя систему (5) по
Уп+iiO), получим

dyifdyn+j{o) = d\gi{y u •• ■, У2п, t)]/dyn+}{o)
или

d{dyjdyn+j { o) ) /dt = X (ägi/dy s ) {dys/dy n+j (0)) (11)
S— 1

(i =l, ... , 2n; j— 1, ... , n).

Так как дф,/дЯ/ = dyn+i {T) /ду п+] {o)
, из (11) можно определить нужные

нам частные производные. В качестве начальных условий для системы
(11) получим:

!0, если i п+ /

1, если i
(l 2>

В зависимости от размерности задачи и от памяти машины здесь
имеются три возможности.

А. Интегрируем систему (11) при начальных условиях (12) сов-
местно с системой

yi = 8i(y ь У2п, t)
■ y,(o)=xl(• = !,

... , (13)

у„н (0) = л!-‘ ) (■•=!.....").

Итак, для выполнения каждого итерационного шага требуется итери-
рование 2п {п -j- 1)-мерной системы дифференциальных уравнений.

Б. Решим численно систему (13), сохраняя в памяти значения
У\, Уь ■■ ■, У2п- Разбивая систему (11) на подсистемы (/ = 1, ... , п),
интегрируем каждую подсистему отдельно. Всего требуется на каждом
итерационном шаге интегрировать п + 1 раз 2/г-мерные системы.

В. Чтобы избежать чрезмерной нагрузки памяти, интегрируем сис-
тему (13) повторно совместно с каждой подсистемой (11) (/ == 1, ... ,

п).
На каждом шаге требуется п раз интегрировать 4/г-мерные системы.

Рассмотрим еще одну методику для вычисления частных производ-
ных dtyi/dhj. Исходя из соотношений

ф/ (Уп+l (0), ••
•

,
У2п{&) ) Уп+iiT) С/,

получим

ЬУпн{Т)= Xi idsi/dyn+j {o))byn+ j{o). (14)
1

С другой стороны, варьируя начальные условия уп +ДО), можем byi{t)
вычислить из линеаризованной системы

Ьу = {дß/ду)oу, (15)
где

dg/dy {dgi/dyk) /=i ..... 2л ; Ьу = (Ьу и ..., бу2п ) ■к = l , .. . , 2п
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Рассмотрим сопряженную к системе (15) систему

z —{dg/dy)*z (16)

при конечных условиях

z{T)=dyn+i {T)/dy{T), (17)
т. е.

г(Т) = (0, .... О, 1 , 0,0).
v—</—'

n-\-i

Так как справедливо соотношение

d{z, by) fdt = О,
то получим

(z, õy)t=T = (Z, 6y)t=o
или

ЬУп+iiT) = £ 2„.,./(0) by n+i{o). (18)
J=i

Сравнивая (14) и (18), получим

Zn+j(0) = дф/ / dyn+j (0) = dity / dkj.

Для вычисления значений ф/ А) и дф.-/длу j (*) интегрируем числен-
Х =л

но систему (13), сохраняя в памяти машины значения уи у2, ... , г/2п-
Интегрируем систему (16) при конечных условиях (17) п раз
(i = 1, ... ,

п) справа налево. Итак, для выполнения каждого шага ите-
рационного метода требуется п-f- 1 раз интегрировать 2/г-мерные сис-
темы. Если не сохранить в памяти значения y\{t),

..., y2n {t) (сохраняя
только значения У\(Т), ..., у2п {Т)), то придется один раз интегриро-
вать систему (13) слева направо и п раз систему (13) совместно с сис-
темой (16) справа налево (т. е. 4/г-мерную систему).

3. Чтобы избежать в вычислении частных производных, при приме-
нении метода Ньютона используются формулы численного дифферен-
цирования, т. е. примем

дъм,lx [хГ -Ф) ■ Hve(

.

S)
, ...,

рТь х]*\ xfU . •■• ■ -

Xf HS, )1 (19)

На каждом шаге итерации требуется п-1-1 раз интегрировать сис-
тему (5) (для вычисления величин ijy(7i/v) ,

...,
л,( г

А)
); фДЯ, (А)

, ...,

Xfl_ 1 , X/ Ä)
, Xj% 1 ,

... ,
Х| г

А) ) (/ =l, ... , «•)). Отметим, что при этом свой-
ства сходимости метода Ньютона могут существенно ухудшиться, так
как не имеется критерия для оптимального выбора х/к) . Поэтому более
целесообразно использовать так наз. интерполяционные методы, выра-
ботанные в последнее время, метод хорд и метод Стеффенсена. Кро-
ме этих методов, ниже рассматривается некоторый разностный аналог
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метода градиентов, имеющий более низкий порядок сходимости, чем
методы хорд и Стеффенсена, но не требующий решения системы линей-
ных алгебраических уравнений.

Метод хорд [ 3]. Выберем начальные приближения А,(0)
— (A,i O)

,

Ц 0)
); Я(,) = (Л ( 1} ,

... , ). Если приближение Х{к) {x[k)
,

...
, Х (

„

А)
)

построено, то вектор поправки /\Х {к)
= АМ +l) Я,(/г)

= (A^ (f }

,
... ,

определяется из следующей системы линейных уравнений:

=—s(*> (к =1,2,...), (20)

где
Г<‘) = (4*,)/-1 :;

.

;:
« (21)

или
Г. (22)

/= 1 п ,

И*- 1 ) ) (к) У(к)\l-- фу (A-I , . . . , Л; , М+l , ■ ■■ , Ьп )J.

....4-1,4*" 1}.....яГ1}) -

-iDi(Xf }

. ....

1 (л?) ,...,л?)
).

..., гМ4* }
, ... >

Я?)).

Новое приближение АМ +l) = (4 Л+l)
, ...,

А,« +1)
) найдется из соот-

ношений
+ д4й) o=l, 2, ... , п).

Как видно из формул (20), (21) и (22), для нахождения значений
функций ф/ на каждом шаге итерации требуется п раз интегрировать
задачу Коши для уравнения (5). Исключением является первый шаг,
при котором требуется п-\- 1 интегрирований. Порядком сходимости
метода при обоих вариантах является i{ 1 +

Метод Стеффенсена (ср. [ 4]). Выберем начальное приближе-
ние А,(0)

. Если приближение Х{к) построено, то вектор поправки Wk) =
(fe+l) определяется из следующей системы линейных урав-

нений:
Л(А) АЯ<*> =—ф (*> (ft = 0.1,...), (23)

где для выбора A(fe) имеются опять две возможности:

A(*)=(ci*V=i.....« (24)
/= 1 .....Я

или
A (ft) ={d[/j )

) (=1 п
. (25)

/= 1 ..... л j
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Jb) / (At) ,(At). .Г, / л (At) (ft) . (ft) . (At) (ft) , (ft) -(ft) .(ft).Cij = (ТУ фу ) —Yl ф| .■ • • Ду-1 Yy-l ф)-1 >ЛУ , ... Хп )

. d(*)
„

.(ft) <1 (A) (ft) .(ft) 1 (ft) . (ftK,
— , ... X; —y) Фу > ty+i, ... X )]:

А*У— ( л , (*)(*К _1 г. /. (ft) л (ft) .(ft) (ft) (At) .(ft) (ft) (ft) vaij ( —Y У фу У IФдАI , AJ —Yy фу ~..Лп —Y« Ф« )

~,/л(АО л (Аг) } (ft) (ft) .(ft) .(ft) (At) . (ft) \ i
>• • * , 'v+i Yy’+i Фу-И ’•• • j л.l y /z фя )]i

Y/ (/r) Ф0 (/—!,...,«) довольно малые по абсолютной величине числа.

Как видно из формул (23), (24) и (25), для нахождения значений
функций на каждом шаге итерации требуется n-j- 1 раз интегриро-
вать задачу Коши для уравнения (5). Порядком сходимости метода при
обоих вариантах является 2, т. е. как и у метода Ньютона (см. приложе-
ние) .

Разностный аналог метода градиентов [ s]. Пусть вы-
браны два начальных приближения: А(р) и А(1)

.
Если приближение Vk)

построено, то новое приближение А<Л+l) найдется из соотношения

Я,(*+l) = *,(*) е*Г<*)*ф(*) (*=!. 2, ...), (26)
где Г (А) * матрица, сопряженная к матрице (см. формулу (20));
£ft положительные числа; infe fe >o. Используя (21) и (22), получим

k
два варианта метода (26):

Г,) =А?) -г,а?) -АГ1))-‘1]ф/аГ ) а?)х
У=l (27)

ч/г,|, П*- 1 ) Д*- 1 ) Д*) л(*)м
У\ IФ_/ (Al , ... , А /

— I ,А I ~.. , Лп ) ф/ (А1 , ... ,А г j А /-(-1 ~.., Л п )]

или

)(*+!)_ л (*)
е /Д*-1) . (АК-1 -у . /. (к) .(»К уА. у —А г £ft (А / А г У фу (А )

, .. . , А п J X
/=1 (28)

VI, М (А) .
(At) .(*-!) (А) Д*) Д*- 1 ) Д*-йчl

/\ 1фу (Ai ~.. ,Ai— 1 , А/ ~.. , Ал j фу (А 1,... , А у > Ау-у- 1 ~.. , А п J J
(i =l, ... ,n; k=l, 2, ...).

Как и у метода хорд, для нахождения значений фу требуется на каж-
дом шаге п интегрирований уравнения (5) (при первом шаге /г -j— 1) .

Метод сходится со скоростью геометрической прогрессии и его можно
рекомендовать только для использования в начале вычислительного
процесса для уточнения начальных приближений. Для выбора е* имеют-
ся некоторые соображения в [ s].

4. Рассмотренные выше методы можно использовать и для решения
более сложных задач, когда применим принцип максимума (учитывая
условия трансверсальности и т. д.). Мы не будем останавливаться на
таких применениях. Рассмотрим только случай, когда в задаче (1) (2)
конечное время Т не фиксировано. Тогда по принципу максимума [ 6]

надо добавить еще условие

tpdT)fd*(T),u(T),T) = 0. (29)
I=l
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После исключения из условия максимума гамильтониана и =и{х, р, t)
можно (29) представить в виде

х(уЛТ), ... , У2п(Т))=o. (30)

На (&+1)-м шаге итерации Т= Т№ определяется как минимальное
время, при котором

X (yV(Г), ...
,</?>( Т),Xlf>)=o. (31)

Отметим еще одну возможность для решения задачи (1) (2)
(Г фиксировано). Так как различным выборам значений г/ДГ)
(/=l, ... , п ) соответствуют различные невязки в выполнении началь-
ных условий, можно написать

,Уп{Т))= У1 (О)-*? . (32)

Обозначив г/ДГ) = р£ -, приходится решать систему уравнений

фДць р 2, ••
•

, Рп) = 0 (t —l, 2, ... , п). (33)

Для вычисления значений функций ср £
= г/Д0) —лу в точке (ц ь ..., цД

приходится интегрировать систему

У-i gi{y\, •• •, УчП, 0 О' - ь ••• ’ 2п )

• Уl {Т)=щ (i=\,...,n) (34)

. Угм{Т) = —СI (i = l, ... , „)

справа налево. Для решения системы (33) можно применить методы,
рассмотренные выше. Отметим, что этот путь часто оказывается более
удобным, так как для выбора начальных значений р/

0) (/=l, ... ,п)

имеются физические соображения (см. [7]).

5. Рассмотрим наконец более подробно линейную задачу по быстро-
действию. Используя вышеизложенные идеи, приведем эту задачу к ре-
шению нелинейной системы, где неизвестными являются время процесса
и начальные значения импульсов.

Пусть даны уравнения движения динамической системы

x(t) =A{t)x{t)+ B{t)u{t), (35)
где

x{t) = {xl {t), ... , xn {t))
u{t)= {ul (/),

... , Um{t) )

Л(/)=(МOЬ-1 n ; B{t) = {b ik {t)) i=l „ .

k = 1 m

Требуется с минимальным временем T ввести систему из положения
х(0) =х° в положение х{Т) =х 1 {х°,х 1 фиксированные точки в фа-
зовом пространстве). Предполагается, что

шах (| «j (/) |,..., 1urn {t) j) < /. (36)
/€[O,Г)
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Обозначим через F(/) фундаментальную матрицу системы x{t) =

= A{t)x{t), т. е. Y(t) удовлетворяет следующему матричному диффе-
ренциальному уравнению:

IY(t)=A(t)Y(t)
\Y(O)=E, ( '

где Е является n-мерной единичной матрицей.
Система для определения импульсов выражается в виде

p(t)=-A*(t)p(t). (38)

Обозначим р(0) = X. Как известно, тогда

Pit) = {Y-'{t))*X=Y*{-t)X (39)
и гамильтониан

Н (P(t). A(t)x(t)+(40)

Из условия максимума гамильтониана

Щ I sign (В* p)i = l sign {B*Y*( —t) X) t =
(41)

= / sign( {Y ( — t)B) *X)i / sign (G* X) h

где
G(t) = Y(~t)B{t).

Вектор фазовых координат выражается в виде

t

x{ty=Y{t)xP + Y{t) j Y(— т) В (т) и (т) dr =
о

#

(42)

= Y{t)x° + Y{t) j G(t) sign {G*{x)X)dx.
о

Нам нужно найти такие значения X, чтобы х{Т) х 1 = 0, т. е. для опре-
деления X получим систему уравнений:

т
Y{T}xP + Y{T) j G (/) sign (G* (t) X) dix 1 =O. (43)

о

Для определения времени T получим уравнение (см. [ G]):

max Я {Т) = 1
и

или т
(Y*(—T)X, Л(Г)[У№°+У(Г) | G(t)sign{G*{t)X)dt] +

0 (44)
+ / В {T)s\gn{G*{T)X) ■= 1.
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Учитывая (43), можно (44) выписать в виде

(Y*(—T)X, A{T)xl + lß{T)sign{G*{T)X)) = 1
или

{К Y{T)A{T)x *) +l{G*{T)k, sign {G*{T)X)) =l.

Справедливо равенство *

{G*{T)X, sign(G*(7)7)) = ||o*(Г)М|.

Итак, для определения неизвестных Хи .. ~ Х п, Т получим следующую
систему уравнений:

7

Y{T)x° + Y{T) [ G (t) sign {G* (t) X)dtx1 =O,
0 (45)

(?ь,У(7’)Л(7)х 1 ) + /||С*(Г)7|| 1 =O.

Систему (13) можно приближенно решить, используя, например, метод
хорд или метод Стеффенсена.

Приложение. Отметим, что предложенные в пункте 3 алгоритмы Стеффенсена
являются в некотором смысле более общими, чем алгоритмы статьи [4 ]. Именно для

нахождения решения операторного уравнения Р(х)=o рассматривается алгоритм

*(*+!) = х<*> [РдсМ, х^))]- 1 Р{хМ), (46)
где

*<■*) =хю —у™Р (х<*>); yW =l= 0; (47)

Р{х',х") разделенная разность для оператора Р{х).

Покажем, что при естественных условиях метод (46) имеет квадратную скорость
сходимости. Пусть х* является решением уравнения Р(х) = 0. Тогда

**_*(&+!) = х* хЮ‘>Ц7 [Р{хМ,хЮ)]-'Р{хМ) =

= [Р{х<к\хМ)]-I[Р{хМ,хЩ (х* —х<*>) + Я(х<*)) —Р(х*)] =

= {Р(х<*>, хЮ)]- 1 [>(х*, хМ) —Р{хМ, хЮ)]{х* *(*)).

Пусть в некоторой окрестности элемента х* выполнены оценки

li [Р{х',х")]-Ц\ < В; 11Р(х', х")Н <М

\\Р (х', х") Р {х", х'") II < Kl \\х' х"\\ + К 2 \\х" х"'\\.
Тогда получим

ll х* х(*-»|| < В (/(|х* х</г )|| + к 2\\хМ
~

ХЩ) \\х* хЩ\.-
* При этом норма вектора v =(vi, ..., v m ) определена равенством

IMI —|V\|4“• • • + | V m |.
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Так как

x(k) __~(k) - Y(fe)/)( X (A)) yW{p{x OO) _ £>(**)) =

—— у(k) P {x*, x (k >) (x* x (k) ) ,

то

lk<*) < j yW I M \\x* хЩ
и

ll** *(*+!) и <Б{К\ + К2 l | М) lU* хЩ2
,

что и требовалось доказать.

Отметим, что из соображений общности у(А) рассматриваются в (24) и (25) как
векторы.
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