
С. УЛЬМ

ОБ ОБОБЩЕННЫХ РАЗДЕЛЕННЫХ РАЗНОСТЯХ. I

§ 1. Обобщенные разделенные разности первого порядка

Пусть F (х) непрерывный нелинейный оператор, переводящий ли-
нейное нормированное пространство X в пространство Y того же типа.

При обобщении различных итерационных методов (метода хорд,
метода Стеффенсена и др.) * для решения нелинейного уравнения
F (х) ■— 0 необходимо обобщить понятия разделенных разностей для опе-
ратора F (х).

Впервые, по-видимому, ■ понятие обобщенной разделенной разности
дано Ю. Шредером [ l6] в связи с составлением мажорантных уравнений
для исследования сходимости некоторых итерационных процессов.
Ю, Шредер определяет разделенную разность первого порядка опера-
тора F (х) как линейный оператор F{x'; х"\ е {Х—> Y) (для каждых фик-
сированных х',х"е X), причем

F {х'\ х") (х/ х") = F (х') F {х") . (1.1)

А. Сергеев [2 - 5] отмечает, что определенная формулой (1.1) разделен-
ная разность является слишком общей и поэтому полезно в конкретных
случаях это понятие уточнить. Например, иногда нужно предположить,
что оператор F[x'\x") дополнительно удовлетворяет еще условиям:

а) F {х'\ х") = F {х"\ х') (симметричность); (1.2)

б) для каждого функционала / (определен в пространстве Y) спра-
ведливо равенство

{f[F {х' 4- t{x" х') ; x')t{x д:')]}/ =

(1.3)
= f[F' (х[ t {х" х')) (х х')], .

где t вещественный параметр. •

Соотношение (1.3) А. Сергеев использует для установления оценки

\\F{x')~F{x") F{x'";x") (х'~ х')\\ < i-N\\x' x"\\ \\х' х"'\\ (1.4)

в предположении, что существует F' (х), удовлетворявшая условие Лип-
шица с постоянным N.

* Различные методы для решения нелинейного операторного уравнения F(x)=o
при помощи обобщенных разделенных разностей приведены в статьях [l-15].

(1.2)

(1.4)
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И. Шмидт [ l>3 ’ 4] требует дополнительно (1.1) выполнения следующих
условий;

а) \\F{x'-x")—F{x"\x'")W <
(1.5)

<a\\xr х"\\ + b{\W х"\\+\\х" - х'"\\)-

б) если существует F' (х), то

llF'{x') F{x'\ х") II <; {а ф' Ь) \\х' х"\\. (1.6)

Соотношения (1.5) и (1.6) И. Шмидт использует для установления
оценки

llFix') -F{x") —F{x"\x'") (х'-х") ||<

(1.7)
< И*' - x"'W + b i\\x' - x"\\+ \\x% - x"'\\)] \\x' - x"H.

А. Белостоцкий [ l7 ] определяет разделенную разность при помощи равен-
ства

1

F (хх") = JF'[x" t{x' х") ]dt е{X —> У), (1.8)
о

где интеграл понимается в смысле Римана. Отметим, что из (1.8) сле-
дует

1

F{x'-, х") (х' х") = j F'[x"-Ft{x' x")]{x'—x")dt =

и

= F{x') —F{x"), (1.9)

т. е. выполняется соотношение (1.1). Легко показать, что определенная
равенством (1.8) разделенная разность симметрична:

1 1

F {х"\ х') = JF'[x' + t {х" x')]dt = j F'[(\—t) x' + tx"]dt =
о о

(1.10)
о i

=-/ F' [xx' -\—(1 —t) x"]dx J F'{x" -f t (x' x") ]dt = F (xx").
i о

Анализируя вышеизложенные определения, отметим, во-первых, что
определение разделенной разности только на основании соотношения
(1.1) является действительно слишком общим. Рассмотрим конкретный

пример (ср. [3 ]).

Пусть X= Y = R 2; F{ х) = (/, (х) ,f2 (х) ); х= {и, v).
Пусть x'—{u',v')\ х" = {u",v") . Исходя из соотношения (1.1), можно
определить

(М»Л у') v") 0 \

h(u\v')-f2(uAv") ) (1-11)
о / •
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Оператор (1.11) является, в общем, неограниченным и, по-видимому, не
имеет никакой практической ценности.

Что касается условий (1.3) или (1.5) и (1.6), то они, очевидно, уста-
новлены с целью получения оценок (1.4) и (1.7) соответственно, которые
используются для доказательства сходимости метода хорд (ср. [ l-3 ]).

Жестким в общем случае является требование симметричности:
F {х'; х") = F {х"\ х'), так как, например, некоторые разделенные раз-
ности векторных функций с векторными аргументами не являются сим-
метричными. Определение (1.8) требует для построения разделенных
разностей вычисления производной оператора, что в практике часто за-
труднительно.

В дальнейшем мы исходим из следующего определения разделенной
разности первого порядка Р{х'\х") оператора F{x).

Определение. Оператор F{x';x") называется разделенной раз-
ностью первого порядка оператора F (х), если

1° для каждых фиксированных х',х" е X оператор F{x'\x") 6{X Y),
причем

F{x';x") (х' х") =F{x') —F{x")\ (1.12)
2° если существует производная Фреше F' (х) [ lB], то

F{x;x) =F'{x). (1.13)
Отметим, что определенный таким образом оператор F {х'\ х") h явля-

ется относительно х', х" в общем нелинейным, а относительно к ли-
нейным оператором.

Надо подчеркнуть, что и определенная условиями (1.12) и (1.13)
разделенная разность не является, вообще говоря, единственной. Рас-
смотрим, например, случай

X = R 2; Y=Rü F{x)=f{ut v).

Обозначив х' = {и', v'), х" = {и", v") , можно указать три (в общем раз-
личных) удовлетворяющих условиям (1.12) и (1.13) разделенных разно-
сти для оператора F{x):

а) F(x'-x") Жц/- и/ ) Ни", у') f(u", и') —f(u", v") \__
' ’ ' 1 \ и' —и" ’ V' —v" )

1 1
= (/ fu(u" + t(u'-u"),v')dt. J fv(u"(1.14)

о о

б) F (х';х"),l= ( f(“"-
=

\ и и v" —V' /

1 1

==(/ fu{u' + t(u" u'),v")dt, J fv {u',v' + t{v" v'))dty, (1.15)
0 0

1

в) f(*'; *"),„=( f fu (u" + t(u' v" + t(v'-v”))dt,
U

1

J fv {u" -f t(u' —u"), ü"-f t{v~ v"))dt). (1.16)
0
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Здесь /и =— , fv = fo, причем F'{x) = {fu,f v).

В практических приложениях лучше использовать разделенные раз-
ности (1.14) и (1.15), так как при этом не требуется вычисления част-
ных производных.

§ 2. Обобщенные разделенные разности второго порядка

Для определения разделенных разностей второго порядка имеются
различные возможности.

Во-первых, разделенная разность второго порядка F{x'\ х"; х"') есть
для каждых фиксированных х', х", х'" е А' билинейный оператор из
пространства X в пространство (А—> 7), т. е. F{x'\ х"\ х'") е —> 7).

Соотношение, соответствующее (1.1), можно представить тремя (в
общем различными) способами;

а) F{x'-x"-x"') (х' х"') =F(x /;x ") —F{x"\x"')\ (2.1)

б) F {х'; х"; х'") (х' х") = F (*'; х'") F (*"; х'") ; (2.2)

в) F (*'; х"\ х'") (х" х'")= F (х'\ х") F (х'; х'"). (2.3)

Соотношение (2.1) [или соответственно (2.2), (2.3)] должно выполниться
для каждых х', х", х'" е X.

Отметим, что если F{x';x") и F{x'; х"; х'") являются относительно
своих аргументов (соответственно х', х" и х',х",х"') симметричными, то
соотношения (2.1), (2.2) и (2.3) эквивалентны.

Покажем эквивалентность соотношения (2.2) с соотношением (2.1):

F {х'\ х"- х"') (х' х") F (х'\ х"'\ х") {х' х") =

= F (х'; х"') F {x"; х'") = F (х'\ х'") F (х"'; х") , (2.4)

т. е. для каждых х', х", х"' е А справедливо

F (х'- х"'\ х") (х' х") = F (д| х"1 ) F [х"'\ х") . (2.5)

Покажем эквивалентность соотношения (2.3) с соотношением (2.1):

F (х' ; х"; х'") (х" х'") = F (х"; х'; х'") (х" х'")

=F (х' ; х") F (хх'") = F (х"\ х') F (х'; х'") ,
. (2.6)

т. е. для каждых х',х",х'" е А справедливо

F {х"; х'- х'") (х" х'") = F (х"; х') F {х'\ х'"). (2.7)

Кроме того, требуем, чтобы

Г{х-,х;х)=ЬГ"{х).
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Итак, в симметричном случае можно при определении разделенной раз-
ности второго порядка использовать любое из соотношений (2.1), (2.2),
(2.3). Отметим, что в несимметричном случае целесообразно отказаться
от этого требования. Нужно только требовать, чтобы при существовании
ограниченной второй производной оператора F (х) в некоторой замкнутой
сфере S для каждого х',х'\х'"е S существовал и ограниченный опера-
тор F {х'; х"; х'") (ср. § 4 и 5). Как мы увидим в дальнейшем (§ 4), для
векторных функций с векторными аргументами удается построить несим-
метричные разделенные разности типа (2.2) и (2.3).

§ 3. Примеры симметричных разделенных разностей
первого и второго порядков

Некоторые примеры первых разделенных разностей даны в рабо-
тах [3 - п]. Здесь приведем также примеры вторых разделенных разно-
стей.

А. Нелинейный интегральный оператор Фредголь-
ма. Определим в пространстве С [O, 1] оператор

y = F{x) (3.1)
следующим образом:

1

y{s) =J K{s,t, x{i))dt, (3.2)
о

где K{s,t,u) непрерывная функция своих аргументов.

Тогда
1

F{x l )—F{x2)= J [K{s , t,x x {t)) K{s, t, x2 {t))]dt =

,

° (3.3)
= / i*iit)-**{t))dt=F{xi; x2) (x,-x2 )

0

и, следовательно, естественно положить
1

F(xux2)h= f h(t)dL (3. 4)
0

Аналогично получим

о

_

К (S’ t,X2(t))—K{S, t, X 3 (o)] ll(t)k{t) J, r\
X2 {t)—X3 {t) J A- l( 0~X3 (0 [0 D)

Б. Дифференциальный оператор первого порядка.
Рассмотрим множество X непрерывно дифференцируемых функций
(х(/)} удовлетворяющих условию x{to) 0. На этом множестве
рассмотрим преобразование у= F (х), определенное следующим обра-
зом;

2 ENSV ТА Toimetised F *М-1 67
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f t=m*)i (3.6)
l y{to) =o,

где f{t,x) непрерывная функция своих аргументов.
Соотношения t)\—F{x{) иу2 Р{х2 ) имеют соответственно следую-

щий смысл:

f s=№л|
I yi{t0 )=.0 .

,

.

и " ■! : ”■ ” ' r - 1 *• ■

\ (3.8)
l У2 ( =

~ 0.

Соотношение y xy2 =F{x{) — F(x 2 ) можно тогда представить в сле-
дующем виде;

f ä(y '

d7
y,)

= /(<,*.)-?(<■ *0•j (3.9)
I (У1 У2)Уо) =O.

Определим разделенную разность z = F{xü x2 )h следующими соотно-
шениями:

I dt Xl -x2 ( 3. 10)
[ z(/0 ) =O.

Покажем, что если h =h{t) =Xi{t) x2 {t), то z= yI—y 21 — y2 = F{x\) —■
F{x2 ). Действительно, на основании (3.10) получим

f —W;*jO
<

dt (3.11)
[ z{to) =O,

т. е. z—yx y2 [ep. (3.9)].

Исходя из соотношения

F{x ь х2 , х3) {xi x3 )k F{xь x2 )k F{ic2 ; x3 )k, (3.12)

можно аналогично для оператора (3.(3) построить и разделенную раз-
ность второго порядка. Обозначим Z\=F{xüx2 )k иz2 = F {х2\ х3 )k.

Тогда с

{dZ\ f (I. A'| ) - / {t. X2) 11
dt

~~

Xl ~X2
X

(3.13)
Zi(/ 0 ) —0
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и

{dz2
_

f(t,x2)—f{t,.y3 ) ущ
* *!~*3 (3.14)
z2 (/0 ) = 0.

Соотношение z= А (xi; х2; х3 ) {х л Xz)k =z x z2 выражается в виде

{dz_ fit Xi) — f{t, x 2 ) f(t,x2)— f{t,x3 )

dt -Vi X2 X2 x3 (3 15)
z(t0 ) =O.

Отсюда ясно, что оператор z =F (х\\ x2; x3 )hk можно определить сле-
дующим образом:

Г dz
___

Г f(t. Xi)—f(t,x2)
_

f(t,x2 )—f{t,x3 ) j hk
I dt I. xi x2 x2 —x3 JXI —X3 (3 16)
I z(t0)=O.

В работе [ l3] построена первая разделенная разность для оператора
довольно общей краевой задачи (в обыкновенных или частных произ-
водных). Аналогично (3.16) можно в этом случае построить и разделен-
ную разность второго порядка.

§ 4. Разделенные разности для функций нескольких переменных
и для векторных функций с векторными аргументами

Рассмотрим оператор (функционал) у = F (х), где

F{x) =f(xu x2,
..., хп ) . (4.1)

Используем обозначения (ср. [ 4- 19])

*
А
= {ии и2,.. ~«„);

х"= {v u v 2, ...,v n);

х'"= {wu w2,... imn);

= (4.2)
u i ui

И...; и,от; ....) =
=

(4.3)
_

__l r/(- —/(
_

/(■... 0/. •••) ••■) 1 _

ы/- шЛ u
£

--y
t - y

£
-®

£ J’
2*
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ape, ... ; UjWj ; ...) =

_

/(■■., » t-,; UjWr ■ ..)—/(.... о., ...; UjWf, • ■
_

ui~ vi
(4.4)

_
1 |-f(. Uf, ■ •■) /(•■•, Uj Wj, ...)

~

- vi l “/ -ш
/

“/.•'•) a>
/.-..)l

Uj. Wj J
или

/(•••; ; «/Шу; ...) =

_/(•••; вд .... «у, ...) /(•• •: вд
“у-®/

“

(4.5)
1 «-/(..., и,...., и,.,,..) /(..., о,-,..., и,•>...)

"«/-»/ L

_

/(•••. м,-. ••• . Wjt .. .) —/(. . . ,
ot.,0 t., .. ■ , Wf, .■■) -j

мГ иг J '

Тогда F{x'\x") можно определить двумя различными способами*:

/ 7(х /

; x")i (/(«lü ь и2, •• • , ип ), *№! ü3,
..., и„),

/(Уь и4,...,ип ), ..., f (v u V 2,..., vn-ü unvn )) (4.6)
H

x") u (/(ui«i; ü2, ...,vn ), f(u x ; v 2u2, vz,..., o„),

f{u l ,u2 ;v3u3-v4,...,vn), . f{uu u2,...,un-i; vnun)). (4.7)

В частности, для функции двух переменных Т(х) = /(xi, х2 ) получим

F{x';x")i = {f{ux vi\u2 ) f{vüu 2v2)) =

(4.8)
_

/ /(Ml, U 2) f (t?l. U 2) f(v 1, M 2) /(o 1, P2 )-\

\ Ui Ü! U 2 V 2 )

F{x'; x") u = (f{viUu v 2) f{u x \ v 2 u2)) =

(4.9)
_

lf(o 1.P2) —fjuuVj) j{uu V2) /(Mb M 2) \
\ 1»1 «1 v2 ~u2 I ’

Выражения вторых разделенных разностей для функции (4.1) пред-
ставлены в таблице.

Этими разделенными разностями являются треугольные матрицы.
Отметим, что F {х; х; х) х %F" (х) и F (х; х; х) 2 i~F" (х) . Но легко ви-
деть, что F (х; х\ х)\-\-F (х; х; х) 2 = F" (х).

* Определенные формулами (4.6) и (4.7) выражения вернее называть разност-
лыми градиентами функции /(х) =/(хи ..., хп ) (ср. § 6).
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Теперь легко построить разделенные разности и для векторных
функций с векторными аргументами

F(x) = {h{x),:..,fn {x)),
(4.11)

X = (хь х2 , ... , х п).

Например, разделенная разность F{x'\x")i выражается в данном
случае в виде

и2,... ,ип) fiivüu2v2 ;u3,...,un)...

■•■/ (Ф Ь •• • 1 1)

F{x';x")i = =

fn {UIVu il2i ••
•

, Чц) fn(PЬ •• • » •• •

••
• f {VЬ ••

• j &n~ 11 UnVn) '

ifi(> •■ • > —1 j U.jVj, Hy+i, .. . , ilfi ) )i=jt. . . > n (4.12)
/=!,...,«■

Разделенная разность F{x'\ x"; x") ц выражается в виде трехмерной
матрицы

F[x'\ х"\ x'")n—{a ijk ) £=l „ (4.13)
/■=l. ■ ■ • • пк— I, ... ,п,

где

Ifk(wi, ••

•.
VjWj\ vj+ 1,

...,
он

;
ВД-; Щ+ ь

...,
и„), если /< /

Д(шь ..., шн ; VtUiWi, ui+ 1, ..., «„), если /= г

О, если /ф>/
и т. д.

§ 5. Некоторые оценки

Рассмотрим некоторые важные в практике оценки, связанные с
разделенными разностями функций нескольких переменных f(x) =
=f(xi, х п).

Пусть норма элемента х =(хь ... , х„) дается равенством

Цх|| = max (х*|. (5.1)
k~ 1, . . . , п

Соответствующая норма матрицы А={ац) t _i п выражается в виде
/=l. . •. а

П

НЛll= шах 2 I ац \• (5-2)
1 /= 1
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Предположим, что вторые производные функции f(x„ ... v хп) огра-
ничены в некоторой сфере 5 пространства тп, т. е. в этой сфере

Тогда в сфере 5 справедливы оценки (см. [ 2o])

]/(••• ; щът\ ...)] <Ыи (5.4)

I/(•'••; щи с, ...; üjWj] .:.)!< fa = fa- (5.5)

Используя соотношения (4.10), легко получить для разделенных раз-
ностей (4.6) и (4.7) следующие оценки:

а) ЦТ(х'; х") I - F (х'; х'") ,||< К х ||х" - х'"Ц, (5.6)
где

/-1

Ki ч= шах Щи + 2 fv) >
( 5 -?)

У=l

б) ||f (*'; х") и F (х'; X'") „ll< /С2 ||х" - х'"||, (5.8)
где

П

К 2 = rriax(if tt + 2 (5-9)
'

/=«+ i

в) ||/г (х/

; х //х) I F {х"; х'") ill<6 /С 2 ||х' х"||; (5.10)

г) ||Fix'; х"') и F (х"; х"') „|| < /С, ||х'- х"||. (5.11)

Аналогичные оценки можно получить и для (разделенных разностей
векторной функции с векторным аргументом (4.11).

Предположим, что вторые производные функций Мхь ...
, xn )= fk {x)

(k=\, ... ,п) ограничены в некоторой сфере пространства тп, т. е.

<s|2>

Тогда в этой сфере справедливы оценки

IM--- I -UiViWti ~.)| (5.13)

IM- ••; •• •; viwh •••) 1</?;=/;/• (5.14)

И. Шмидт [ 4 ] показал, что для разделенной разности (4.12) справед-
лива оценка

WF (х'; х") j-F (х"; х'") jII< А , Их' - х'"|| +А 2 (||х' - х"|| + ||х" - х"'|l),
(5.15)

где

А\ = (5.16)
I=l



24 С. Ульм

и А 2 =шах 22fu= 2YI f‘J- (5.17)
i=i j— l /=i /=t+i

Используя оценку нормы для билинейной операции в пространстве
тц (см. Р l ], стр. 601), теперь легко получить оценки

а) \\F(x’-,x") l -F(x'-,x'") i \\ *"'||, (5.18)

б) \\F {х'\ х")п F [х'\ х'")„(1 <№"—х"1,(5.19)

в) \]F{x’-.x'")i~F{x"-,x"'),l\ —*"Л, (5.20)

г) WF(x’-) x'")n F(x"-,x"')n\\<,K\\x'- х"\\, (5.21)
где

1= 1 /= I /= 1

= m
J
ax (^š /"+ž t (5- 22)

/=i i=i /=/+i

§ 6. О некоторых алгоритмах для нахождения
стационарных точек функционалов

Разделенную разность (разностный градиент F{x'; х") е X* функ-
ционала f{x) (хе X) можно определить следующими условиями*:

1 °

(F {х'\ х") , х' х") = / ( х') f [х") (6.1)
для каждого х', х" е X;

2° F{x;x)=zgradf{x)—G{x). (6.2)
Примерами разностного градиента являются формулы (4.6) и (4.7).
Стационарные точки функционала f{x) удовлетворяют уравнению

G(x)= 0 (6.3)
или

F{x;x) = 0. (6.4)

Поскольку в практике вычисление градиента функционала часто
связано с большими трудностями, представляют большой интерес такие
методы решения уравнения (6.3) [или (6.4)], которые используют раз-
деленные разности функционала f{x).

Простейшим из алгоритмов такого типа является

хп+1 =xn eF{xn; у п ) {п = 1,2,...), (6.5)

где 8>0; уп = { I—а)1 — а)хп -{-ахп-х (o<[а<П). Отметим, что при a= 0
из алгоритма (6.5) получается обычный алгоритм метода градиентов
(ср. П).

* Символ (у,х) обозначает для фиксированного уеХ* значение линейного функ-
ционала в пространстве X (см. [ 18]).
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Используя формулы (4.8) и (4.9), получим, например, для нахожде-
ния стационарных точек функции двух переменных f(u, v) следующие
алгоритмы (обозначим хп = {ип,и п); уп = (s n, tn) = ((1 —а) ип -)- о.а п- х ,

(1 a) vn -j- av n-i) ):

’
_

f( u tv vn ) -fisv vn)
Utl+l “n &

~
"

U ll 6 П

(6.6)
f( S

n’
V n) ~f(Sn’Uü n+ 1 e '_ fu n L n

И

_

fisn^n)-fiun^n)
"n+l - M/l &

„

6 n un
(6.7)

.. _

fiu n'*n) -f(U n’ V n)
Vn+l L n S ,

Ln n

Можно построить и алгоритмы, содержащие вторые разделенные
разности функционала. Для простоты рассмотрим случай второй разде-
ленной разности типа (2.1).

Исходим из выражения

О =F{x*]x*) = F{x n \ хп- х ) + F{x*\ х*) F{x*; хп ) -f
~f" F(x , xn ) F {xn , xn — i)

= F{x n ; xn-x) -\-F{x*\ x*; x„) {x* xn) +

+ F{x*\xn \ xn-i) (x* xn—\) =

(6.8)
F{x n, xn—\) | F{xn , xn —\, xn —2) (x xF) ~ j-

H~ F {xn, Xn—i, X n—2 ) (x X n— i) —j—-
+ {F{x*\ x*; xn) F{xn; Xn-x\ Vž)] (X* xn ) +

—)— [Z7 (x , xn, xn—\) F ( xn , xn— i, xn—
2) ](x ■ xn — 1).

Используя приближенное равенство

F ( xn , xn—\) —)— 2F ( xn , xn— 1, xn —F) (x ■ xn ) -j—-
-+ F{xn \ xn -ü xn- 2 ) (x* xn-x) 0, (6.9)

получим [решая (6.9) относительно x* и принимая х*=х„+l]

Хп+ l хп \ [F {хп; хп—\; хп_2 )] 1 [F {хп\ хп-\) -(-

F (хп, х п~\, хп— 2 ) (xrt х п—l)]

или

*n+i п+
2 *[^(хп; хп_!; х„_2 ) ]“ 1 Т7 (х„; хп_o. (6.10)
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Метод (6.10) был исследован для случая функции одной переменной
И. Шмидтом Р3 ], показавшим, что порядком сходимости. (6.10) является

1,32. Было бы интересно исследовать аналогичные алгоритмы и для
функционалов с разделенными разностями типа (2.2) и (2.3).

ЛИТЕРАТУРА

1. Sсhm i d t J. W., Z. angew. Math, und Mech., 41, Sonderheft, 61—63 (1961).
2. Сергеев А. С., Сибирск. матем. ж., 11, № 2, 282-—289 (1961).
3. Sсh m i d t J. W., Z. angew. Math, und Mech., 43, Nr. I—2, I—B (1963).
4. Sch ш i d t J. W., Z. angew. Math, und Mech., 43, Nr. 3, 97—110 (1963).
5. Сергеев А. С., Сб. науч. тр. Пермского политехи, ин-та, № 13, 43—54 (1963).
6. Ульм С., Изв. АН ЭССР. Сер. физ.-матем. и техн. наук, 12, № 1, 24—30 (1963).
7. Ульм С., Изв. АН ЭССР. Сер. физ.-матем. и техн. наук, 12. № 2, 132—140 (1963).
8. Ульм С., Изв. АН ЭССР. Сер. физ.-матем. и техн. наук, 12, № 3, 238—243 (1963).
9. Ул ь м С., Изв. АН ЭССР. Сер. физ.-матем. и техн. наук, 12, № 4, 384—390 (1963).
10. Ульм С., ДАН СССР, 158, № 1, 56—58 (1964).
11. Ульм С., Изв. АН ЭССР. Сер. физ.-матем. и техн. наук, 13, № 3, 217 —227 (1964).

12. Chen Kuo-Wan g, Comment. Math. Univ. Carolinae, 5, No. 2, 47—77 (1964).
13. Ульм С, Ж. вычисл . матем. и матем. физики, 4, № 6, 1093—1097 (1964).
14. Ульм С., Изв. АН ЭССР. Сер. физ.-матем. и техн. наук, 14, № 3, 435—444 (1965).
15. Ульм С., Изв. АН ЭССР. Сер. физ.-матем. и техн. наук, 14, № 4, 534—539 (1965).
16. Sсhг ö d е г J., Arch. A'lath., 7, Nr. 6, 471 (1956).
17. Бел о стойкий А. Я., Усп. матем. наук, 17, № 5, 192—193 (1962).
18. Вайн б ер г М. М., Вариационные методы исследования нелинейных операторов,

М„ 1956.
19. Кu n z К. С., Numerical Analysis, New York—Toronto—London, 1957.

20. Wiil e г s F., Methoden der praktischen Analysis, Berlin—Gottingen—Heidelberg,
1957.

21. Кahто p о в и ч Л. В., Аки л о в Г. И., Функциональный анализ в нормированных
пространствах, М., 1959.

22. Пол я к Б. Т., Ж- вычисл. матем. и матем. физики, 3, № 4, 643—654 (1963).
23. Schmidt J. W., Wiss. Z. Techn. Univ. Dresden, 12, Nr. 6, 1601 1605 (1963).

Институт кибернетики Поступила в редакцию
Академии наук Эстонской ССР 1 5/11 1966

5. ULM

ÜLDISTATUD DIFERENTSSUHETEST. I

Esitatakse esimest ja teist järku diferentssuhete definitsioonid operaatorjuhul ja
tuuakse näiteid nende konstrueerimisest konkreetsetel juhtudel (mittelineaarne Fredholmi
integraaloperaator, esimest järku diferentsiaaloperaator, mitme muutuja funktsioonid, vek-
torargumendiga vektorfunktsioonid). Tuletatakse mõned praktikas vajalikud hinnangud ja
vaadeldakse ciiferentssuhteid kasutavaid algoritme funktsionaalide statsionaarsete punktide
leidmiseks.

S. ULM

ON GENERALIZED DIVIDED DIFFERENCES. 1

The paper gives definitions of the generalized divided differences for operators. The
author presents the generalized divided differences of the first and second order con-
structed for the following operators: the nonlinear Fredholm’s integral operator, the diffe-
rential operator of the first order, functions of several variables, the vector functions with
vector arguments. The generalized divided differences are applied for computing the sta-
tionary points of the functionals.
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