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ПРИМЕНЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА
ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ ДИНАМИКИ НАПОРА И СТОКА

ОДНОМЕРНОГО ПОТОКА ПОДЗЕМНЫХ ВОД С НАПОРНОЙ
ПОВЕРХНОСТЬЮ

В статье рассматриваются возможности применения гармонического анализа для
изучения распределения гидравлического напора, градиента напора и естественных,

ресурсов одномерного потока подземных вод с напорной поверхностью, подвергавше-
гося нестационарному режиму фильтрации. При этом учитываются длина, параметры
проницаемости, уклон пьезометрической поверхности и условия питания и разгрузки
водоносного горизонта.

Постановка проблемы

Распределение гидравлического напора в водоносном горизонте,
вмещающем подземные воды с напорной поверхностью, выражается,
согласно теории [l-4 ], дифференциальным уравнением

д(К\др/дх) /дх -j- д {Kzdpldy) /ду -ф д [Кздр/dz) \дг -{-

-р А (х, у, z, t) = {3*dp/dt, (1)

где р гидравлический напор; /Ci, Кг, Кз динамические коэффи-
циенты фильтрации и /3* коэффициент упругоемкости пласта, причем
Ki, Ко, Кз и J3* могут зависеть от х, у, z.

Функция А (х, у, z, t) описывает некоторый внутренний положитель-
ный или отрицательный источник системы- Примером такого источника
может служить действие родника, отбор или нагнетание воды при по-
мощи буровой скважины, перетекание через слабопроницаемые раздель-
ные слои, освобождение поровых вод глинистых прослоек вследствие
дегидратации при сильном понижении напора в горизонте [s] ит. п.

Рассмотрим водоносный горизонт, содержащий подземные воды с
напорной поверхностью, внутренний и внешний источник в котором
отсутствует, а водоупорные слои можно считать абсолютно непроницае-
мыми. Если при этом распределение гидравлического напора зависит
только от одной пространственной координаты, т, е. мощность и гидрав-
лические параметры пласта можно считать с достаточно хорошим при-
ближением постоянными, то уравнение (1) упрощается и принимает
вид

dp/dt хд2р/дх2
,

(2)

где а: 0 коэффициент пьезопроводности.

Дифференциальное уравнение (2) описывает напорную одномерную
фильтрацию.
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Ниже изучается нестационарный режим фильтрации потока подзем-
ных вод с напорной поверхностью для нахождения функции распреде-
ления гидравлического напора р{х, t ) в виде решения уравнения (2)
при граничных условиях

p\x^o=PD {t), p\x=i Рт (t) (3)

и начальном условии
р|*=о =/М0), + [МO) —Pd{o)]x/1, (4)

гте рп напор в области питания и рт в области разгрузки по-
тока; / расстояние между областями питания и разгрузки.

Здесь принято, что поток подземных вод в сечении х= I пополняется
за счет инфильтрации вод атмосферных осадков и т. п., а в сечении
х = I разгружается в какой-то поверхностный водоем или в другой водо-
носный горизонт (рис. 1,о— в). Поэтому рп и Рт являются некоторыми
функциями времени гидрогеолого-метеорологических факторов и выра-
жаются изменениями гидравлического напора po{t) и pr{t) соответ-
ственно в области питания и разгрузки изучаемого потока.

Рис. 1. Схемы питания и разгрузки потока подземных вод. Виды раз-
грузки; а у берегов поверхностного водоема; б за пределами
берегов поверхностного водоема; в через тектоническую трещину.
1 водоносный горизонт; 2 водоупорный слой; 3 поверхностный водоем;
4 пьезометрическая поверхность при стационарном режиме фильтрации (изо-
бражена по отношению к некоторой горизонтальной плоскости сравнения); 5 -

амплитуда колебания уровня воды в области питания (D) и разгрузки (Г);
6 тектоническая трещина; 7 буровая наблюдательная скважина.

Начальное условие (4) принято на основе предположения, что при
t < 0 подземный поток подчиняется стационарному режиму фильтрации
( pn{t), pT {t) const) и в соответствии с известным законом Дарси
представляет собой линейную функцию от х.

Для изучения динамики разгрузки потока подземных вод при-
дется найти градиент напора в месте разгрузки , то есть величину
õp{x,t) /дх\ х=l. Это особенно важно в случае, когда поток подземных
вод разгружается в поверхностный водоем.

Колебание уровня поверхностных вод происходит во времени более
интенсивно, чем перераспределение гидравлического напора в водовме-
щающем пласте. Поэтому функция др{х, t)/дх вблизи края х—О чув-
ствительна к изменениям граничного условия Pr{t). Иногда колебания
рт( o при определенных значениях коэффициента пьезопроводности и
пьезометрического уклона могут вызывать даже перемену знака функ-
ции dp{x,t) /дх.

Следовательно, режим фильтрации в водоносном горизонте суще-
ственно зависит от переменного подпора, созданного колебанием уровня
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поверхностных вод в области разгрузки. Так как это явление имеет в
гидрогеологии большое значение, назовем его, в порядке предложения,
подпорным регулированием стока подземных вод*

Если под естественными ресурсами подземных вод понимать расход
водоносного горизонта на всей площади его распространения [6 ], то, на
основе закона Дарси, естественные ресурсы горизонта можно предста-
вить интегралом

Q— FK / др (х, t)/dx\ x= i dt, (5)
h

где Q естественные ресурсы подземных вод за некоторый промежу-
ток времени от t\ до t2 \ F площадь поперечного сечения потока и
К коэффициент фильтрации.

Судя по доступной литературе [2 ], до сих пор в гидрогеологии суще-
ствуют только некоторые частичные решения выдвинутой выше про-
блемы.

Во избежание математических трудностей поток подземных вод
обычно рассматривают в полубесконечном интервале изменений

О х<! со (6)
I

и принимают следующие граничные и начальные условия:
pU=o= (Ä/2) sinw/, р U==o = 0 (7)

p\t=o = const, (8)

где h амплитуда колебаний и ы частота колебаний уровня поверх-
ностного водоема.

При таком способе постановки задачи теряется возможность учиты-
вать условия питания, наклон пьезометрической поверхности и расстоя-
ние между областями питания и разгрузки, под влиянием которых фор-
мируются многие важные особенности гидродинамического режима по-
тока подземных вод. Очевидно, аппроксимация колебания уровня по-
верхностного водоема синусоидой (7) весьма далека от естественного.

Поэтому решения уравнения (2) при допущениях (7), (8) неудовле-
творительно отражают природную обстановку и пригодны для изучения
сравнительно узкого круга теоретических вопросов.

Решение проблемы

Решения поставленной задачи целесообразно выразить, в интересах
их наиболее универсального использования, через безразмерные пара-
метры. Вместо вышеприведенных величин, имеющих размерности

* В литературе, посвященной исследованиям динамики потоков грунтовых вод,
имеющих свободную поверхность, широко применяется понятие «береговое регулиро-
вание поверхностного стока», под которым подразумевается инфильтрация речных вод
в берега во время восходящей стадии половодья и возврат их в реку при спаде
последнего [6 ]. Приведенное в тексте определение имеет, по нашему мнению, более
широкое гидрогеологическое содержание. В частности оно применимо и в отношении
потоков подземных вод с напорной поверхностью, которые могут разгружаться далеко
в море, в большие озера или через тектонические трещины непосредственно в ложе
реки (см. рис. 1, б, в), т. е. по существу за пределами берегов поверхностного водоема.
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Ы] =[Щ (9) Ш= [Ц (12)
№ =[Ц (10) [Рг\ = \ц (13)
[р] = [Ц (11) [х] = [Ц, (14)

введем безразмерные:
xt/Л2 = х (15) Pd/Л = гро (18)

ЦЛ=Х (16) р т /Л = гр т (19)
р/Л = тр (17) */Л = |, (20)

где т, Я, | соответственно безразмерное время, расстояние, теку-
чее расстояние и тр, ipD , гфт безразмерные напоры-

Отметим, что переход от безразмерных величин к размерным легко
осуществляется, если [A] = [L] выбирать так, чтобы она численно рав-
нялась единице.

В безразмерных величинах поставленная задача может быть сфор-
мулирована следующим образом:

найти решение дифференциального уравнения

дф/дт=д21р1д? (21)

при граничных условиях

Tp\š=o=VD{t), •-= 'фт (г) (22)

и начальном условии
чр Iг=о = -f- tyv(o) гро{ (23)

При краевых условиях (22) и (23) можно в промежутке
o<|<Я (24)

найти приближенное решение уравнения (21) при помощи известных
численных методов (метод сеток, метод прямых и т. д.) или в виде
отрезка некоторого тригонометрического ряда. Ниже используется
метод гармонического анализа, поскольку полученное таким образом
аналитическое решение нагляднее и имеет преимущество с точки зре-
ния последующих теоретических исследований проблем режима подзем-
ных вод.

Найдем частные решения уравнения (21) методом Фурье. Ищем их
в форме

0(1. t) = w{£, т) ~\г и(£, т), (25)

где w(£, т) некоторая линейная по | функция, удовлетворяющая
граничным условиям (22) и начальному условию (23), a w(£, т)
функция, удовлетворяющая нулевым граничным и начальным условиям.

Функцию w(i, г) выберем в форме
w{i, г) =lро{г) + Ьрт{г) ipD\т)]|/Я. (26)

Подставляя (25) в уравнение (21) и учитывая (26), получим для
■и(|, г) неоднородное уравнение, решение которого ищем в виде ряда
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oo
u{g, t) = JŽJ ty (t) sin £уг|/Я, (27)

;=i

где функции Vi(т) должны удовлетворять условию г,-(0) =0 (i s =: 1,
2,3, ... , ос) и уравнению

(£уг/Я) 2щ(г)] sin £уг|/Я =

= d{ipD {r) — #щ(т)] |/Я}/дт. (28)

Умножая обе стороны уравнения (28) на sin /уг|/Я и интегрируя по
| в промежутке от 0 до Я, получим в силу ортогональности тригономет-
рической системы при j i

дщ(т)/дг + (цд/Я) 2 и г-(т) = гшдтрв {т) Iдг гтlдгр т {т)/дг, (29)
где

гoi = 2/Ы (30)
и

Гп= ( 1)ш2/£уг. (31)

Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения
построим на основе решения соответствующего однородного дифферен-
циального уравнения

ц,= Сехр[ — (/уг/Я) 2т] (32)

методом вариации постоянных в форме
Щ = Gi{т) exp [— (£уг/Я) 2т]. (33)

Тогда
= [öG f (r)/ÖT] exp [—(ЫЯ) 2г] oг(тИ£уг/Я0 г (тИ£уг/Я) 2 exp [— (ш/Я) 2т]. (34)

Подставляя (33) и (34) в уравнение (29), имеем

dGi ( г) \дх ~ [rDi dipD (т) /дт] ехр [(£уг/Я) 2т]
[гп ехр [(£уг/Я) 2т]. (35)

Интегрированием по частям получим из уравнения (35):
Gi{ т) =—rDi {fpD {x) ехр [(гуг/Я) 2т]

- (£уг /Я) 2 / грп{&) ехр [(гуг/Я) 2 6>]<70} rTi {-ipT(т) ехр [(£уг/Я) 2г] —

о

(£уг/Я) 2 / Iр т {&) ехр [(£уг/Я) 2 0]с?0}. (36)
о

Легко убедиться в том, что при т= 0 функции С г (0)=0 и, следова-
тельно, щ удовлетворяют условию щ(0) 0.

На основе (25), (26), (30), (31), (33) и (36) получим искомое
решение в виде

ОС

ip(i, г) =ipD { г) + {ярт {х) + (2/гуг) sin £уг|/Я X
X {(— l)fyr(r) v>r(o) ехр [— (/уг/Я) 2т]
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(Ы/Ä) 2 / ф т {o) exp [(Бг/Я) 2 (0 т)]сlв] — [фь'{т)
о

ipo{ o) ехр j— (гя/Я) 2т] Ця/а) 2 / D (0) exp [(/я/Я) 2 (<9 — т)]сlo]\. (37)
о

Ряд в выражении (37), вообще говоря, не сходится равномерно, и
его дифференцирование по | может оказаться невозможным. Отсюда
вытекает, что неформальное решение поставленной задачи найти

дтр{£, т)/д|[;_; методами гармонического анализа существует
только при некоторых определенных свойствах граничных условий
ipD {r) и у> т {т).

Выясним эти свойства.
Интегрируя выражение (35) снова по частям, получим *

Gi{t) = (ЯА'я) 2{— r Di [[dipD {r) /дг] ехр [(гя/Я) 2г] dipD { o)/дг

/ [dhpD {6) /дв2 ] ехр [{lя/Л) 2в]сШ] г т-[[дф т {г) /дг] ехр [{lя/Л) 2т]
о

дфт (o)/дг ![д2гр т {в) /д02] ехр [{lя/л) 2 0]й0]\. (38)
о

После подстановки (30), (31) и (38) в формулу (25) получим реше-
ние в новом виде:

V>(l, т ) = Фо{г) л~[фт{т) + ДЛ(2Я2 sin ijti/Л) / (1я) 3 ] X
-тро{г)]/дг-[д{{-\)Цт{o) -тРо{o)]/дт]Х

X ехр [—(ш/Я) 2т] —./ [д 2[{—\)‘трт {в)
о

Iро{&)]/дв2] ехр {(/я/Я) 2 (0 x)]do), (39)

в котором ряд сходится равномерно. Значит, условием равномерной схо-
димости рассматриваемых рядов является дважды непрерывная диффе-
ренцируемость граничных условий яро {г) и фт{х).

По известным теоремам анализа можно полученные ряды почленно
дифференцировать по | и при |= Я будем иметь выражение для гра-
диента напора на месте разгрузки потока;

дгр (|, г) /д||,| =я = [V’r (т) гро (т)]/Я +Jj [2Я/ (/я) 2] X
Х,ОДг(т)

№г(0) —(— 1)ЗМ0)]/дт] ехр [— (гуг/Я) 2г]
— 92] ехр [(/я/Я) 2 (6> r)]do}. (40)

Безразмерные естественные ресурсы подземных вод за промежуток
времени от 0 до т в горизонте постоянной мощности и проницаемости
можно представить на основе выражения (5) в виде

* Для простоты обозначим; dipD {r)/дг\ т _о= дгр о {0)/дт и дгр т {х) = dipr {0) /дг.
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x oo
й= ФК J {Шв) - гр т{в)]Ц - 2 [2Я/ [ЫУ] Xо j=l

ХЩт(в) - (-1 )Чро(в)Удв —

№МO) ( — \) Iярг) (0)]/д6] ехр [-{ЫЦ)Ю] -

—(—l)( —1) ехр [(гтг/Я) 2 (s e)]d'&}de, (41)
о

где ФК безразмерное произведение FK.
Таким образом, выражения (39), (40) и (41) представляют аналити-

ческое решение поставленной проблемы-

Методы вычисления и замечания

Вышеизложенные решения (39), (40) и (41) содержат функциональ-
ные ряды, часть которых находится под знаком интеграла. Их вычисле-
ние вручную с необходимой точностью весьма трудоемкая работа
гораздо целесообразнее пользоваться для этого быстродействующей
вычислительной машиной.

Применение возможностей машинного вычисления позволяет, кроме
того, включить в основную программу вычислений подпрограммы, кото-
рые надлежащим образом обрабатывают исходные данные, сглаживают
в них влияние случайностей и неточностей наблюдений.

Здесь надо иметь в виду следующее обстоятельство.
Хотя природные граничные условия в сущности являются непрерыв-

ными и достаточно гладкими функциями времени и имеют в каждой
точке производную, они заданы некоторой совокупностью дискретных
значений наблюдений водомерных постов, т. е. таблично. Это затруд-
няет решение с моделированием природных граничных условий, так как
использование выражений (39), (40) ( и (41) требует вычисления произ-
водных д/дт и д2\дх2 от функций грo {г) и грт{т:).

Для преодоления трудностей, связанных с дифференцированием и
последующим интегрированием эмпирических функций ipoi'c) и “Фт{ъ)г
целесообразно их аппроксимировать полиномами Чебышева. Такой
прием может оказаться особенно полезным в том случае, если решение
требуется на основе многолетних рядов наблюдений. Тогда, с точки зре-
ния гидрогеологической практики, основой вычислений должен слу-
жить не ряд наблюдений некоторого конкретного года, а обобщенная
кривая с определенной обеспеченностью *.

По-видимому, можно составить соответствующую подпрограмму, при
помощи которой определяются коэффициенты полинома так, чтобы по-
следний аппроксимировал совокупность наблюдений в заданном интер-
вале обеспеченности.

Аппроксимируем граничные условия 'ipoi't) и грт{г) полиномами шес-
той степени:

— bDо + b D \z -j- bD 2т 2 + b D3 z3 -j- bDA т 4 -j- bD5т 5 + bDЗ т6 (42)

* Обеспеченность гидрологической величины (напр., уровня воды) вероятность
повышения рассматриваемого значения гидрологической величины среди совокупностивсех возможных ее значений [ 7 ].



Применение гармонического анализа 143

и
чрт{т) = Ьто X Ьт\l -j- bT2 x2 X bj3T3 X bftx* -|- örsT 5 -f- broT6

, (43)

учитывая, что имеется программа машинного вычисления их коэффи-
циентов через полиномы Чебышева [ B].

Тогда
дгро {%) /dx =bD 1 X 2bD2x X 3bmz2 X 4Öö4t3 -j- ЪЬ пъ т А 4- 6ö D6t5

, (44)
dip? (x) /dx =bj \ X 2bj-2x X SöfsT2 X 4bfAx 3 -j- sö^ -j- öö^gt 5, (45)

и
d2ipu (x) /dx 2 = 2bq2 -j- 6ÖO3T -j- 12Ö04T2 -j- 20Ö05T3 -}- 30ööeT4

, (46)
d2 ip T {x) /dx 2 = 2bj2 —(~ Qbfsx X l2bjAx 2 -{- —j- 30ö^t4 . (4/)

Подставляя выражения (42), (43), (44), (45), (46) и (47) в решение
(39), будем иметь:

т) = (Ödo X (öro boo) |/Я] X [ÖOI X (Ö74 ööi) |/Я]г X
X (Öö 2 X (Öf2 Öö 2 )|M]t2 X [Ö D3 -4 (Ö7-3 b Dз)|/Я]т3 X
X [Ö/)4 “4 (Ö74 ÖO4) £/Я]т4 ~4 {Öö5 -j- (Ö75 Öös) |/Я]т5 ~4
+ [Öö6 “4 (bx 6 öoe) 1/Я]т6 ~4 JÜj [(2Я2 sin ) 3] Пi{x),

i- 1
где

Ui{x) = {[(— 1 ) 1(ön 2Ö72 (X/ijt) 2 X 6Ö73(Я/ijr) 4 24Ö7 4(Я/ijt) 6 X
X 120Ö75(Я//я) 8 720076(ЯА'я) 10 ) (ö D i 2Oв 2(ЯАя)*Х

-4 600з(ЯД'я) 4 24bDA {l/in) & + 120005 (Я//я) 8 72000 6(Я//я) 10)] X
XU ехр [—(Аг/Я) 2т]] X 2[(— 1) г‘(oг2 30Г з(Я//я) 2 +

X (ЯА'я) 4 3OÖ/-5 (Я/^'л:) 6 X ISOöreX/Ar) 8 )

(öö 2 3ÖO3(Я/wr) 2 X i4Öö4(Я/гХ) 4 - 30öö5 (Я/Х) 6 X 1 80Öö6 (Я/tX) 8) ]т X
X3[( 1 ) 1 (öj-з 4Ö74(%/Ы) 2 X 20Ö7-5 (Я/гХ) 4 l2Oör6 (Я/iX) б )

(Öös 400 4(Я/Х) 2 Х 20005 (Я/Х) 4 12000б(Я/Х) 6 )]т2 Х
X 4{(— 1)'(OГ4-50 Г5 (Я/Х) 2 + 300Г6 (ЯАХ) 4) -

(&Ö4 500 5(Я/Х) 2 X 3000б(Я/Х) 4 )]т3 Х s[( 1) 1 (^ rs 60 ГS (Я/Х) 2 )

(ÖOS 6ÖOS (ЯДХ) 2 ) ]т4 X6[ ( — 1 ) г o т'б ooб]тs }. (48)

Таким же образом градиент напора в месте разгрузки (40) пред-
ставляется в виде

dip Ü, t)/ö||| =;;v
= [(Ö70 — Ö00) X (ön — ÖOl )т X (oу2 ÖO2) т 2 X

X (Öf3 Öö3) т 3 X {Ьт4 ÖO4) т 4 X (O'Г5 Öö s) т5 X
X (OГ6 - 00б)т6]Я-‘ X J[(-1)^/(X)2R-(t). (49)

i=l

Подставляя функцию (49) в формулу (41) и интегрируя ее в проме-
жутке времени от 0 до х, получим выражение для определения безраз-
мерных естественных ресурсов подземных вод:
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Q ФК{[{ЬОO b T0 )r (V2) (bri b D i)r 2 (V 3) {bT2 bm)t3

(V4) ( Ьтз bD 3 )t4
- (Vs) — b D4)r’ (Ve) — bD5 )r6

t l /?) —
7]Я-1 [2Я/(/я) 2]{[(oп 2Ь Т2 {Я/Ы) 2 +

i—l
-f 6Ь ТЗ {Я/Ы) 4 246Г4 (Я//я) 6 + 12007-5(Я//я) 8 720ö r6 (Я//я) 10)

( 2Ь02 {1/Ы) 2ф 6Ь 03 {Я/Ы}4 24Ь П4 (Я/Ы) 6 4-
-f 120bDS (Ä/ljt) 8 — 720b D6 (Ä/ia) lo)][t (ЯА'я) 2 (1 exp [— (^/Я) 2т])]
-И(ЬТ2 ЗЬ тз (Я/Ы) 2 + 4Ь Т4 {Я/шУ Штъ{а!Ы) 8 + \BOЬ Г6 {Я/Ы) 8 )

( l) l (bD2 ЗЬШ {Я/Ы) 2 + 4Ь т{Я/Ы) 4 30ЬО5 {Я/Ы)* +
-f- 180Öd6 {Xjin) 8 ) ]т2 4- [{Ь тз 4Ьта {Я/Ы)2 23Ь ГЗ {Я/Ы) 4

120/?гб (ЯА'я) 6 ) 4004 (Я//л) 2 +2o^s(Я//тг) 4
-

1200Л6(Я//я) 6 )]г3 + [(67-4 ЪЬ тз {ЯЦл) 2 + 30Ь т6 {Я/1я) 4 )

(— 1} I {Ьо4 — ЪЬвъ{ЯlЫ) 2 ~г 300О6 (ЯАя) 4)]т4 -f-
-+ [(Ьп 6Ь гъ {Я/1я) 2 ) —(— — 66 С5 {Я//я:) 2 )]г’ - !-

+ [^76 — ( —1) 'oт)б]т 6 }}. (50)

Иногда возникает необходимость как можно точнее исследовать
динамику некоторого частного случая, где граничные условия представ-
лены колебаниями относительно большой амплитуды и частоты. При

Рис. 2. Графики периодической функ-
ции' (52) при 6Т =ыт и дг =O,

этом может появиться опасение, что
аппроксимация полиномами даст
неточные результаты. Тогда целесо-
образно прибегнуть к методам ис-
кусственного улучшения сходимости
рядов Фурье.

В этом отношении особого вни-
мания заслуживает метод a-множи-
телей [9 ]. Однако применение этого
способа вычисления в наших целях
требует дополнительных исследова-
ний, выходящих за пределы настоя-
щей работы.

Для изучения многих теоретиче-
ских вопросов режима подземных
вод допустимо изображать природ-
ные граничные условия в виде пе-
риодических функций (рис. 2):

Po{t) = [ND hD {\ cos ojD t) exp [— (b(0 + H % (51)
и

Рт{ t) == Nfhf{ \ cos ojj■/) exp [—(s2)

где hD и h T амплитуды колебания напора соответственно в области
питания и разгрузки; Н превышение области питания над областью
разгрузки; со d = 2яА.о, сог= 2 яАт-; to и tT продолжительности перио-
дов; до, дт, АД и NT коэффициенты, причем

Nd = [(5 d
2 + (Od 2 )/2ojd2] exp [{2õd/(Od) arclan o)D/dD] (53)

•и • ’

NT = [{Õt 2 + сот2 )12ыт2 ] exp [{2дт/о) Т ) arctan шт/бт]- (54)
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При помощи надлежащим образом подобранных значений Я, hD , hTt
Nd, Nt , tD, tT , õo иÖt можно варьировать граничные условия и после
подстановки их в выражения (39), (40), (41) исследовать влияние их
амплитуд, сдвига фаз и т. п. на фильтрационный режим потока.

Наконец обратим внимание на то, что функции po{t) и Pr{t) не обя-
зательно связаны с областями питания и разгрузки потока подземных
вод. Если условия изменения напора заданы при помощи буровых на-
блюдательных скважин (см. рис, 1, в), то закономерности режима
фильтрации можно исследовать между любыми сечениями водоносного
горизонта.

Автор выражает глубокую благодарность сотрудникам Института
кибернетики АН ЭССР У. Нигулу и Т. Тобиасу за ценные указания.
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L. VALLNER

HARMOONILISE ANALÜÜSI KASUTAMINE ÜHEMÕÕTMELISE

SURVEPINNALISE PÕHJAVEE-VOOLU RÕHU JA ÄRAVOOLU DÜNAAMIKA
UURIMISEKS

Mittestatsionaarsele filtratsioonirežiimile alluv ühemõõtmeline survepinnaline põh-
javee-vool on kirjeldatav võrrandiga (2) ja rajatingimustega (3) ning (4). Harmoo-
nilise analüüsi abil on leitud avaldised põhjavee-voolu hüdraulilise rõhu jaotuse (39),
rõhu gradiendi (40) ja looduslike ressursside (41) väljendamiseks.

Mitteformaalse lahenduse eelduseks üldjuhul on rajatingimuste (3) kahekordne
pidev diferentseeritavus aja järgi. Seetõttu soovitatakse empiiriliste funktsioonidena
antud rajatingimusi lähendada Tšebõševi polünoomidega; kuuenda astme polünoomi
puhul omandavad lahendid kuju (48), (49) ja (50). Teoreetiliste uurimiste jaoks võib
looduslikke rajatingimusi lähendada perioodiliste funktsioonidega (51) ning (52).

Antud töös kasutatud parameetrit к on kirjanduses esitatud ka к—TjS kujul,
kus 5 on mahtuvuse ja T veejuhtivuse moodul.

5 ENSV TA Toimetised К * G-2
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L. VALLNER

APPLICATION OF HARMONIC ANALYSIS IN THE STUDY OF THE DYNAMICS
OF THE PRESSURE AND DISCHARGE OF THE NONSTEADY
ONE-DIMENSIONAL FLOW OF CONFINED GROUND WATER

The nonsteady one-dimensional flow of confined ground water can be described
by formula (2) as well as boundary conditions (3) and (4). With the application
of methods of harmonic analysis, expressions have been found for the distribution of
hydraulic pressure (39), gradient of pressure (40) and natural resources (41) of
the flow of confined ground water.

The prerequisite for a nonformal solution in a general case is the continuous
•differentiability twice the boundary conditions (3). Therefore it is recommended to
approximate the boundary conditions, given as empiric functions, with Chebyshev
polynomials; in the case of the polynomial of the sixth power, the solutions obtain the
forms (48), (49), and (50). For theoretical purposes, the natural boundary conditions
•can be approximated by periodical functions (51) and (52).

The parameter x used in this paper has been presented in relevant literature also
in the shape x = TJS\ S being the coefficient of storage of aquifer, and T the
coefficient of the transmissibility of the aquifer.


