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НЕСТАЦИОНАРНЫЙ РЕЖИМ ФИЛЬТРАЦИИ
ОДНОМЕРНОГО ПОТОКА ПОДЗЕМНЫХ ВОД

В предыдущих исследованиях автора [ ! . 2 ] рассматривалась применимость гармо-
нического анализа для изучения одномерной нестационарной фильтрации подземных
вод при общих граничных условиях. В настоящей статье предлагаются дополнительные
формулы, позволяющие учитывать влияние внутреннего источника гидравлического
напора, заданного в общем виде.

Подземный поток с напорной поверхностью

Нестационарное распределение гидравлического напора в водонос-
ном горизонте с напорной поверхностью, который однороден, и имеет
постоянную мощность, описывается дифференциальным уравнением
I3- 5]

dH/dt х2д2Н/дх2 -f- р (х, /), (1)

где Н гидравлический напор ик2 коэффициент пьезопроводности.
Для изучения разных гидрогеологических проблем требуется решить

уравнение (1) в ограниченном интервале изменений

О х L (2)
при граничных условиях

Я(o,o=Яо(o, H{L,t)=HL {t) (3)

и начальном условии
Н{х,o) =Нх {х), (4)

где L длина рассматриваемого потока.

Здесь принимается, что в сечениях подземного потока х= 0 и x~L
гидравлические напоры являются заданными функциями времени, соот-
ветственно Ho {t) и которые изменяются в силу колебания уровня
воды в поверхностных водоемах под влиянием водозаборных соору-
жений и т. д.

Функция p{x,t) заданный внутренний источник гидравлического
напора, сущность которого подробно рассматривается в работах [ 4~ 7].

Она выражает изменения напряжения на кровле пласта от колебания
атмосферного давления и мощности вышележащего водоносного гори-
зонта со свободной поверхностью Функцией p(x,t) может быть описана
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и дегидратация глинистых слоев, вызванная большим понижением на-
пора в водоносном горизонте [ B], а также явления перетекания через
относительно слабопроницаемые раздельные слои, действие родников,
влияние каптажных сооружений и т. и.

Начальное условие (4) принято в предположении, чго при t< О
подземный поток подчиняется стационарному режиму фильтрации
( Ho {t), HL {t), p{t)'—const). Стационарное начальное распределение
гидравлического напора может быть получено, если в уравнении (1)
считать dH/dt =0 и dpfdt>—o. Решая обыкновенное дифференциальное
уравнение

к2д2Н/дх2 + р{х) = 0, (5)
будем иметь

X V

Нх (х) = —(\/х 2 ) j I p{x)dvdx -f Вх -j- Л, (6)
о о

где А и В постоянные интегрирования.
По своей физико-математической природе функции И0 {1) и HL {t)

ограниченные и непрерывные, а функция р{х , t) ограниченная и кусоч-
но-непрерывная. Функции H o {t), HL {t) и р{х, t) имеют в каждой точке
производные по всем переменным.

Решение задачи (1) (4) описывает нестационарное распределение
гидравлического напора *:

оо
И{х, t) = Ho {t) + [HL {t) —Ho{t)]x/L + 1(2 sin Ых/L) /L\ Xi {t) , (7)

г—l

причем
t L

Xi(t)= Jexp [ {кlл/В) 2 {l t) ] / p{x, t)sin{i?ix/L)dxdt -f
o о

L

+ exp[— [кlл/Ь)Ч] J{H x(x) И0 (0) - [HL {O) Ho {o)]x/L} X
о

X sin {inx/L)dx-\- (Ь3/лЧ3я3 ) {д[[—\) IНь{l) 1Нь {l) Ho(t)]/dt-
— (ö[(— 1) г Яь(O) — Ho {o)]/dt} exp [— {кlл/В)Ч]
t

-J {d*[{--iyHL (i)—H0 (t)]/d?}e%p[{M/L)z(i-t)(8)
0

Дифференцируя выражение (7) по x, получим выражение для гра-
диента напора в любом сечении потока ;

дН{х, t)/dx = [HL {t)-Ho {t)]/L + j; [{2incosiax/L)/Lt] Xi {t). (9)
2=1

Тогда суммарный расход подземного потока за время от С до t 2
можно подсчитать по формуле

ii

Q=Fk J[dH {х, t)/dx]dt, (10)
ti

где F площадь поперечного сечения потока и k коэффициент
фильтрации пласта. Следует иметь в виду, что реальное содержание
имеют только абсолютные значения Q, т. е. }Q|. Однако знак перед

* Для простоты принято обозначение дН{{)/дЦ (==o =дН{O)/д(.
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правой стороной формулы (10) показывает, какое превалирующее на-
правление подземный сток имеет за промежуток времени от t\ до t 2.

При отрицательных значениях dH (х, t)Jdx подземные воды перемещают-
ся в направлении возрастающих значений х, а при положительных зна-
чениях сток происходит в направлении убывающих значений х.

Подземный поток со свободной поверхностью

Нестационарное распределение гидравлического напора в водонос-
ном горизонте, плоском в разрезе, имеющем свободную поверхность, опи-
сывается, если только соблюдается гипотеза Дюпюи, дифференциаль-
ным уравнением [9 ’ ,0 ]

д ( ТдН/дх) /дх +V = цдН/dt, (11)

причем Т= hk проводимость и h мощность водовмещающего
пласта; /г > 0 при подпоре ( dHjdt >0) соответствует коэффициенту
недостатка насыщения а при спаде {dH/dt </ 0) коэффициенту
водоотдачи цВ -

Уравнение (11) нелинейное, поскольку в общем случае проводимость
Т и функция источника W находятся в зависимости от изменения напо-
ра Я.

Если водовмещающий пласт по вертикали однородный и залегает на
горизонтальном водоупорном основании, причем W~ VP{x, t) , то H— h
и уравнение (11) принимает вид

kd{hdh/dx) /дх - j- W /idh/dt . (12)

Требуется найти функцию распределения мощности водоносного го-
ризонта h(x, t) в конечном интервале изменений

(13)

удовлетворяющую граничным условиям

/ДО, t) = k o {t), h{L, t)*±hL {t) (14)
и начальному условию

h{x, 0) = h x{x) . (15)
По своей физической сущности граничные условия (14) аналогичны

с условиями (3).
Функция W (х, t) описывает питание подземного потока за счет ин-

фильтрации вод атмосферных осадков или нижележащих водоносных
горизонтов с напорной поверхностью. Она выражает также испарение
со свободной поверхности изучаемого потока или отток в подстилаю-
щие водоносные горизонты.

Начальное условие (15) принято на основе предположения, что при
подземный поток подчиняется стационарному режиму фильтрации

(ho{t), hL {t), W(t) const). При этом следует иметь в виду, что если
W (х, t) '=wi= const, то стационарное распределение гидравлического
напора должно соответствовать известной формуле Г. Каменского

hx (x) = [ho2 -j- {hL 2 -f h 02 )x/L -j- w{L— x)x/k]% (16)

Зависимость (16) хорошо отражает действительную форму свобод-
ной поверхности плоского в разрезе потока подземных вод.
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Функция W(x, t), как и р{х, t) , ограниченная, кусочно-непрерывная
и имеет в каждой точке производные по всем переменным; по своей
физико-математической характеристике граничные условия (14) анало-
гичны условиям (3).

Для решения задачи (12) (15) линеаризируем исходное уравне-
ние (12) по методу Н. Багрова и Н. Веригина [п ].

Имея в виду требование (16), введем новую переменную
u=k2/2, (17)

тогда вместо уравнения (12) будем иметь
а2д2иlдх2 -4- b = да/dt, (18)

где коэффициент уровнепроводности а— * (Ик/р) 4'- я« {kskjр) 4* и Ь
~hW/p,m hsW/ß. При этом hs рассматривается как постоянная вели-
чина, представляющая некоторую глубину потока, осредненную по вре-
мени и по длине водоносного горизонта.

В соответствии с постановкой задачи (12) (15) уравнение (18)
следует решить при граничных условиях

и(0, t)= h£{t)/2 =Mo (О, U(L, t) = hj}{t)/2 = uL {t) (19)
и начальном условии

u(x,o) =hxl {x)/2 = ux {x). (20)
Уравнение (1) и (18), а также граничные и начальные условия (3),

(4) и (19), (20) по сути аналогичны. Поэтому, на основе формулы (7)
и соотношения (17), решение задачи (12) (15) представляется в
виде *

h (х, 0= | ho2 {t) + [hL2 {t) h02 {t) jx/L -f ■
4- JE l(2 sin,ijtx/L)/L]<pi{t) }■ ,

(21V
г—l

'

где
t L

<Pi(t)= 2 / exp \\аЫ/Ь) г(1 — /)] J h {x, t)sin{inx/L)dxdt -j-
-0 ö*

L

+ exp[—{aijt/L)4] J [h x2 {x)-~ h02 {o) [hL2 {o) /to2 (o) \x/L) X
0

X sin (iax/L) dx -f (L 3/ö2i%3) {d[{—\) ihL2 (t)-- ho2 {t)\/dt
{^[{—l)^l2 (0) —/i O2 (ain/L)4]

t

f id*li~\yhLHT) hfif)]/dWe*pliafo/L)4t t)]dt}. (22)
0

Начальное распределение мощности водоносного горизонта h x (x) в
формуле (21) определяется интегрированием уравнения
а2д2а/дх2 4- Ь= 0 при граничных условиях u J ж_o —«ои и j y_r =UI
с учетом выражения (17).

* Вследствие несовершенства использованной гидравлической теории Дюпюи-
Форхгеймера [ l2 . 13 ], здесь не учитывается наличие промежутка высачивания. Фор-
мула (21) не учитывает также поднятие поверхности грунтовых вод под влиянием
капиллярных сил.
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Поскольку мгновенный расход подземного потока со свободной по-
верхностью (на единицу его ширины) определяется зависимостью

q(*, t) kh (х, t)dh {x, t) /dx kdu (*, t)/dx, (23)
то на основе выражений (21) и (23) будем иметь

q{x, t) k[h L2 (t) — h0 2{t)\/2L -f [(2/ясоз шх/L) L 2]<pi{t). (24)
2=l

Суммарный расход потока na единицу ширины за промежуток вре-
мени от ti до U выражается согласно формуле (24) в виде

f 2

Q(x, t) = k f{[hL2{t)~ho*{t)]/2L +

1 1 1

+ Š [ (2/jr cos ых/Ь)/IЦ<рг{l) Id/. (25)
г=l >

При горизонтально-слоистом строении водовмещающего пласта про-
ницаемость является некоторой заданной функцией от вертикальной
координаты z. Доказывается {5 - 13], что в таком случае распределение
мощности водоносного горизонта описывается уравнением

dG/dt = а2дЮ/дх2 + W, (26)
где

h

а f (l/ph) jh{z)dz j1 0
J

и
h

G = Jk{z){h z)dz (27)
о

вспомогательная функция, называемая потенциалом Гиринского.
Уравнение (26) линейное относительно функции G.
Решение уравнения (26), удовлетворяющее граничным условиям

G(0, /) = Go{t), G{LJ)=Gh {t) (28)
и начальному условию

G(*,o) = Gx{x), (29)
представляется в виде

со
G{x, /) G0 (t) -f- [GL (/) — Go(t)]x/L-f Jjj [(2 sin inx/L)]yi(t), (30)

2=1

где
t L

M‘)=f exp[(aijr/L) 2(/ /) j J W{x, t)s'm{inx/L)dxdt -f-
-° о , /.

L

-fexp f—(äin/L)4 ] J {G x (x) G 0(0) [Gx (O) G0 (0) ]x/L) X
о

X s\n (шх/L) dx -f- {L*/äW){d[{—l)iGL {t) Go {t)]/dt

-{d[(-l)’Gr(0) G0 (0)]/d/} exp [~{äijt/L)4]
i

j{ö*[(-l)<Gb (J)-O0((|]/№)exp[(MWi| !(<-01*l (31)
0



72 Л. Валлнер

Заменяя в выражении (31) функцию G по формуле (27), получим
выражение для изучения распределения мощности водоносного гори-
зонта горизонтально-слоистого строения. Если dG/dt => 0, функцию Gx {x)

можно определить интегрированием уравнения (26).
Так как доказано [l3], что

q = dG/dt, (32)

то на основе выражений (32) и (30) получим формулы применительно
к условиям водоносного горизонта горизонтального строения для мгно-
венного расхода

q{x,t) = [ GL {t) Go {t)]/L -j- JSJ [{2in cos inx/L)/L2 ]y>i{t) (33)
i=l

n для суммарного расхода
t 2

Q(x, t)= f q{x, t)dt. (34)
и

Однако, по мнению В. Шестакова [s ], для решения уравнения (12)
следует пользоваться вышеизложенными методами линеаризации только
в исключительных случаях. Более целесообразно в уравнении (11) про-
водимость Т принять за постоянную величину, тогда имеем

dU/dt а2д2 Н/дх2 -j- W/p. (35>

Решение уравнения (35) при граничных условиях

H{L,t)=HL {t) (36)
и начальном условии

Н(х,o) =Ях {х) (37)

можно получить на основе формулы (7), поскольку уравнения (1) и
(35), а также краевые условия (3), (4) и (36), (37) аналогичны. Из
этого можно найти формулы для градиента напора и суммарного рас-
хода.

Наконец отметим, что в гидрогеологической практике функции ЯO ,

HL , Н х, Ях, hQ , hL , h x, W, p, GO , GL и Gx обычно задаются в виде неко-
торых совокупностей дискретных данных полевых измерений, т. е. таб-
лично. При вычислениях по предложенным выше формулам, в связи
с дифференцированием эмпирических функций, могут возникать специ-
фические трудности. Поэтому рекомендуем эмпирические функции
предварительно аппроксимировать полиномами Чебышева [ ! ].
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L. VALLNER

ÜHEMÕÕTMELISE POHJAVEE-VOOLÜ MITTESTATSIONAARNE
FFLTRATSiOONIREŽÜM

Paraboolset tüüpi teist järku osatuletistega mittehomogeenset diferentsiaalvorrandit
kasutatakse põhjavete mittestatsionaarse filtratsioonirežiimi kirjeldamiseks.

Esitatakse valemid hüdraulilise rõhu jaotuse, rõhu gradiendi ja summaarse voolu-
hulga määramiseks, mis on rakendatavad nii surve- kui vabapinnalise põhjavee-voolu
puhul.

L. VALLNER
UNSTEADY ONE-DIMENSIONAL GROUND WATER FLOW

Using the non-homogeneous partial differential equation of the second order of
the parabolic type, a deseription is given of the unsteady one-dimensional ground
water flow.

Formulas are presented . for determining the distribution on the hydraulic pressure,
the gradient of the pressure and the summary amount of flow. The formulas are
applicable in the case of confined and unconfined aquifers.


